
第5章 固体

学习目标与要求

1. 了解绝缘晶体中晶格振动的描写方法。

2. 熟悉简正坐标的概念。

3. 掌握固体的基本热力学性质，特别是其热容量的经典和量子理论。

§ 5.1 晶格振动的力学描述

5.1.1 德拜温度与德拜截止频率

在上一章中我们学习了关于气体宏观性质的统计理论，在本章中我们将把注意力转向

固体的宏观性质。在自然界中存在的固态物质种类是十分多样的，本章我们将只考虑绝缘

晶体这种特殊的固态物质。为了建立关于绝缘晶体的宏观性质的统计理论，首先要恰当地

描写这种固态物质的微观状态，为此，我们先来介绍晶格振动的力学描述。

粗略地讲，晶体就是原子或者离子按一定的空间周期性排列出来的空间点阵，或者称

为晶格。这一描述之所以是非常粗略的，原因在于实际的晶体中的原子或者离子并非严格

地被固定在晶格格点所在的位置，而是由于不可避免的各种环境因素扰动而可能发生微小

的位移并在一定范围内进行振动。所谓格点位置，就是各晶格上原子或离子的平衡位置。

对于绝缘晶体来说，在每个晶格格点附近振动的对象都可以被抽象为一个没有内部结构的

简单质点，不过我们依然称之为晶格原子。

考虑最简单的由同种原子构成的 D维正方晶格，并记格点间距为 a。由于原子间的复
杂的相互作用，当两个相邻的原子间距离比格点间距更大时，彼此就会互相吸引，而当它

们的间距比格点间距更小时则会互相排斥。考虑某晶格原子与一个相邻的晶格原子之间的

相互作用。设给定的晶格原子所在的坐标位置为 q，其平衡位置为 q

0

；而相邻的原子所在

位置为 q

0，其平衡位置为 q

0
0

。这样，这对晶格原子之间的相对位移为

' = �q � �q

0,
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�q ⌘ q � q

0

, �q

0
⌘ q

0
� q

0
0

.

为了简化问题，我们暂时假定 �q

0 = 0，即相邻的结果原子处于其自身的平衡位置。这样

就有

' = �q ⌘ xr̂,

其中 x = |q � q

0

|，r̂ ⌘ (q � q

0

)/|q � q

0

| 是沿位移方向的单位矢量。定义 r = hq, r̂i，

r
0

= hq

0

, r̂i，因此有 x = r � r
0

。

相邻原子施加在给定原子上的势能 u(q)可以在该原子的平衡位置附近作 Taylor展开：

u(q) = u(q
0

) +

✓
@u

@r

◆
q
0

(r � r
0

)

+
1

2

✓
@2u

@r2

◆
q
0

(r � r
0

)2 +
1

6

✓
@3u

@r3

◆
q
0

(r � r
0

)3 + · · · . (5.1)

我们将这个展开式保留到 (r � r
0

)3 项，目的是想说明晶格原子的振动并不一定是简谐的。

由于 q

0

是晶格原子的平衡位置，必有
�

@u

@r

�
q
0

= 0。另外，当 r � r
0

很小时，展开式中

(r � r
0

)2项是最主要的非常数项，晶格稳定的条件要求这一项的系数大于零：

b ⌘

✓
@2u

@r2

◆
q
0

> 0.

为了方便，我们将 (r � r
0

)3项的系数改记为 �c/3：

c ⌘ �

1

2

✓
@3u

@r3

◆
q
0

.

这样，(5.1)将变成

u(q) = u(q
0

) +
1

2
bx2

�

1

3
cx3 + · · · .

因此，作用在该晶格原子上的力为

F = �ru(q) = (�bx + cx2 + · · · )r̂.

为了保证力 F 中的首项始终是主导项，须有

|cx|

b
⌧ 1.

对于晶格原子来说，其偏离平衡位置的距离 x总是满足 |x| ⌧ a。因此，上式可以重新表
述为 b ⇠ a|c|。
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实际晶格振动的情况要比上面描述的简单例子更为复杂。首要的复杂性来源于每个晶

格原子会受到不止一个相近的其他晶格原子的作用，而且每个晶格原子都会参与到振动之

中，没有哪个原子会始终处于其平衡位置。即使只考虑最近邻的晶格原子的作用，这种作

用也会来自多个不同的方向，因此需要分别考虑沿各个方向的振动自由度。

晶格原子的振动起源是环境的热扰动。由于晶格振动的非简谐性，在不同的温度下能

够被激发的振动模式的多少也不同，越高的温度下被激发的振动模式越多，而且频率越高

的模式被激发时需要的温度也越高。对于给定的晶体样本，能够被激发的振动模式的总数

是有限的，因此，存在一个极限温度 T
D

，当温度达到 T
D

时，对应最高频率 !
max

的振动

模式也已经被激发。当温度超过 T
D

后，将不再有新的振动模式被激发出来。T
D

叫做 德

拜温度，相应地， !
max

叫做德拜截止频率。德拜温度与德拜截止频率之间的关系为

k
0

T
D

= ~!
max

.

上式右边表示晶格振动的最大能级间距，左边表示当温度达到德拜温度时环境的热扰动可

能导致的晶格原子的能量起伏程度。因此上式就是环境的热涨落使得德拜频率模式能够被

激发的条件。

如果晶体的实际温度 T � T
D

，那么通过热涨落可以随意激发所有的振动模式。从效

果上看，就好像各个振动模式所对应的能级间距都不存在一样。这时的晶格振动可以用经

典力学来近似描述。如果实际温度 T  T
D

，则至少有一些振动模式的能级间距是不能忽

略的，这时必须用量子力学来描写振动模式。

5.1.2 经典力学下的晶格振动

我们依然只考虑最简单的由同种原子构成的 D维正方晶格并且要求 T � T
D

。设晶体

沿 D 个不同的空间方向延展，且第 j 个方向的线度为 L
j

= N
j

a，其中 a是晶格间距。将
晶格中边长为 a的最小单元称为一个元胞。沿着元胞各边的走向引进D个彼此正交的单位
矢量 e

i

，i = 1, 2, · · · , D，它们满足

he

i

, e
j

i = �
ij

, (e
i

)
j

= �
ij

.

显然，晶格格点的位置 qn必采取如下形式：

qn = an = a
DX

j=1

n
j

e

j

,

其中，

n =
DX

j=1

n
j

e

j

, n
j

= 1, 2, · · · , N
j
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用来给晶格中的各个晶格原子进行编号，相邻的格点编号之差必为某个 e

j

。

晶格发生振动时，每个晶格原子均会发生偏离平衡位置的位移。将处于格点位置 qn

附近的晶格原子的位移记为 '(qn, t)：

'(qn, t) ⌘ �qn(t).

位移沿晶格元胞各边方向的投影则为

'
j

(qn, t) = he
j

, '(qn, t)i.

这些投影分量可以看作是描述振动自由度的坐标变量。

为了描写晶格振动，需要先搞清每个晶格原子的受力情况。为此，我们将只考虑最近

邻的原子之间的相互作用，并且在相互作用势中只保留到位移的 2阶项。这时，处于格点
位置 qn附近的晶格原子在第 j 个方向所受的力可以写为

F
j

(qn) ⌘ he

j

, F (qn)i

= �b
⇥
'

j

(qn, t) � '
j

(qn � ae

j

, t)
⇤
+ b
⇥
'

j

(qn + ae

j

, t) � '
j

(qn, t)
⇤
,

其中 '
j

(qn, t)�'
j

(qn �ae

j

, t)表示两个相邻晶格原子的相对位移。显然，处于位置 qn附

近的晶格原子的第 j 个方向的运动方程可以写为

m'̈
j

(qn, t) = b
⇥
'

j

(qn � ae

j

, t) � 2'
j

(qn, t) + '
j

(qn + ae

j

, t)
⇤
. (5.2)

上式给出了一组互相耦合的微分—差分方程，其求解有一定的困难。一个简化的处理方法

是取连续体极限，即令 a ! 0。这时，

'
j

(qn, t) ! '
j

(q, t),

而方程(5.2)则变成

@2'
j

(q, t)

@t2
= v2

s

@2'
j

(q, t)

@q2

j

, (5.3)

式中，q
j

= he

j

, qi，q 被视作连续的坐标矢量，而 v
s

= a
q

b

m

则表示连续极限下晶体中的

声速 1�。
方程(5.3)是典型的波动方程，其解应具有 e指数形式：

'k,j

(q, t) = A ei(hk,qi�!

j

t), (5.4)

1�在实际晶体中，不同方向上的相互作用系数 b有可能是不同的，由此带来的后果是不同方

向上声速也不同。我们这里所作的简化假定只能当作各向同性的零级近似来看待。
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其中，

k = (k
1

, k
2

, · · · , k
D

) ,

k
j

与圆频率 !
j

均为连续变化的实数，并且为了满足波动方程，它们之间需满足色散关系

式

!
j

(k) = v
s

k
j

. (5.5)

注意(5.4)仅仅是连续体极限下波动方程解的假想形式。真正的物理解需满足位移为实数的
条件，因此具有波矢 k、圆频率 !

j

的解应该表达为

'k,j

(q, t) = Ak,j

ei(hk,qi�!

j

t) + A⇤
k,j

e�i(hk,qi�!

j

t). (5.6)

实际晶体与上述连续体极限是有区别的，因为参与振动的晶格原子都处于离散的坐标

qn附近。将式(5.6)对应到离散的晶格格点的情况，可以猜测相应的解应该采取的形式为

'k,j

(qn, t) = Ak,j

ei(hk,qni�!

j

t) + A⇤
k,j

e�i(hk,qni�!

j

t), (5.7)

其中 hk, qni =
P

j

k
j

n
j

a。将式(5.7)代入式(5.2)，可得

�m!2

j

= b(e�ik

j

a

� 2 + eik

j

a).

所以有

!2

j

=
2b

m
(1 � cos(k

j

a)) =
4b

m
sin2

k
j

a

2
,

相应的色散关系为

!
j

(k) = 2

r
b

m

����sin k
j

a

2

���� = !
0

����sin k
j

a

2

���� , (5.8)

其中 !
0

是离散晶格可能的最大振动圆频率。由此可以得出 !
j

(�k) = !
j

(k)，即圆频率是

波矢的偶函数。

当波矢较小，或者波长较长时，色散关系(5.8)可近似为

!
j

(k) ' k
j

a

r
b

m
,

由此可得声速的近似值 v
s

= a
q

b

m

，这个结果与连续极限一致。另一方面，对于较大的波

矢或者较短的波长，色散关系(5.8)成为波矢的周期函数，周期为 2⇡/a，即

!
j

(k) = !
j

✓
k +

2⇡

a
e

j

◆
. (5.9)
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因此，当考虑独立的振动模式时，可以将 k
j

限制在以下范围：

�

⇡

a
 k

j



⇡

a
. (5.10)

式(5.9)表明，晶格振动的圆频率在波矢空间中各个方向均具有大小为 2⇡/a的周期。可
以将波矢空间划分为各方向间隔均为 2⇡/a的正方格子，称之为原晶格的倒格子。这样，所
有互相独立的波矢将全部分布在倒格子中的一个元胞之内，这个倒格子元胞称为第一布里

渊区 1�其边界就由式(5.10)给定。
即使在第一布里渊区内，波矢也不是连续取值的。由于晶体在各方向均有有限的线度

L
j

，波矢 k的第 j 分量 k
j

只能取 2⇡/L
j

= 2⇡/N
j

a的整数倍：

k
j

= g
j

✓
2⇡

L
j

◆
=

g
j

N
j

✓
2⇡

a

◆
, g

j

= 0, ±1, · · · , ±
N

j

2
, (5.11)

其中，g
j

取值的上限是由第一布里渊区的边界(5.10)限定的。去除表示不振动的零模 k
j

= 0

之后，波矢的第 j分量允许的独立取值个数好为该方向上的晶格格点的个数N
j

。因此，在

第一布里渊区中所能容纳的独立的波矢总数为

N =
DY

j=1

N
j

. (5.12)

对应于每个独立的波矢 k，存在 D 个不同的频率 !
j

(k)，因此，在第一布里渊区内总

的振动频率数为 DN，这恰好是 D维晶格上所有原子的总自由度数。相应的格波表达为

'
j

(qn, t) =
X
k

h
Ak,j

ei(hk,qni�!

j

(k)t) + A⇤
k,j

e�i(hk,qni�!

j

(k)t)

i
⌘

1
p

N

X
k

h
ak,j

(t)ei hk,qni + a⇤
k,j

(t)e�i hk,qni
i
, (5.13)

式中关于 k 的求和是针对第一布里渊区内由式(5.11)规定的所有独立波矢进行的，第 2 行
中出现的 ak,j

(t)与 a⇤
k,j

(t)定义为

ak,j

(t) =
p

NAk,j

e�i !

j

(k)t, a⇤
k,j

(t) =
p

NA⇤
k,j

ei !

j

(k)t,

它们满足

ȧk,j

(t) = �i !
j

(k)ak,j

(t), ȧ⇤
k,j

(t) = i !
j

(k)a⇤
k,j

(t).

1�布里渊（Louis Marcel Brillouin， 1854-12-19—1948-06-16），法国物理学家和数学家。
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5.1.3 关于振动模式求和的对应原理

从前面的分析可以看到，即使用经典力学来描写晶格振动，得到的波矢也将是离散

的。在进行统计分析时，需要在第一布里渊区内对所有不同的振动模式进行求和。但是对

离散的波矢进行求和是一个比较复杂的操作，因此我们希望将这种求和转换为在连续的波

矢空间中的积分。为此，需要引进波矢空间中的最小体积元的概念。

由于

k
j+1

� k
j

=
2⇡

N
j

a
, 8j = 1, 2, · · · , D,

我们可以认为在第一布里渊区中“体积”为
Q

D

j=1

2⇡

N

j

a

的微元内只能容纳一个独立的波矢。

因此，将波矢空间连续化以后，体积元 (dk)中所含的波矢个数为

(dk)Q
D

j=1

2⇡

N

j

a

=
V

(2⇡)D

(dk),

其中 V 是我们研究的晶体所占据的 D 维体积。所以，当面对关于波矢的求和时，可以使
用下面的对应规则将其转化为在连续的波矢空间上的积分：X

k

!

V

(2⇡)D

Z
(dk). (5.14)

5.1.4 哈密顿表述及量子化

为了能够使用统计系综来分析晶格振动所造成的宏观后果，需要写出每个微观态下的

能量表达式。具体来说，在晶格格点附近进行振动的N 个原子的总能量可以划分为动能和
势能两部分，

E = K + U,

其中，动能K 就是各振动自由度的动能之和：

K =
m

2

X
n

h'̇(qn, t), '̇(qn, t)i =
m

2

X
n,j

['̇
j

(qn, t)]2 , (5.15)

而势能 U 的表达式则为：

U =
b

2

X
n,j

['
j

(qn, t) � '
j

(qn � ae

j

, t)]2 . (5.16)

式(5.15)和(5.16)中的求和均遍及所有的晶格格点以及所有的空间维数，所以这两式中所含
的平方项的个数均为 DN 个。
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利用式(5.13)，可以将动能K 重写为

K =
m

2N

X
n,j

X
k

h
ȧk,j

ei hk,qni + ȧ⇤
k,j

e�i hk,qni
iX

k0

h
ȧk0

,j

ei hk0
,qni + ȧ⇤

k0
,j

e�i hk0
,qni

i
= �

m

2N

X
n,j,k,k0

!
j

(k)!
j

(k0)
h
ak,j

ak0
,j

ei hk+k0
,qni

� ak,j

a⇤
k0

,j

ei hk�k0
,qni

�a⇤
k,j

ak0
,j

e�i hk�k0
,qni + a⇤

k,j

a⇤
k0

,j

e�i hk+k0
,qni

i
. (5.17)

上式中关于 n的求和可以写为

X
n

=

N

1X
n

1

=1

N

2X
n

2

=1

· · ·

N

DX
n

D

=1

.

因此有

X
n

ei hk+k0
,qni =

DY
i=1

N

iX
n

i

=1

ei (k

i

+k

0
i

)n

i

a. (5.18)

如果 k
i

+ k0
i

= 0，我们有

N

iX
n

i

=1

ei (k

i

+k

0
i

)n

i

a = N
i

; (5.19)

如果 k
i

+ k0
i

6= 0，则有

N

iX
n

i

=1

ei (k

i

+k

0
i

)n

i

a =
1 � ei (k

i

+k

0
i

)N

i

a

1 � ei (k

i

+k

0
i

)a

= 0, (5.20)

式中利用了

(k
i

+ k0
i

)N
i

a = 2⇡(g
i

+ g0
i

) 2 2⇡N.

将(5.19)和(5.20)代入(5.18)，并利用式(5.12)，可得X
n

ei hk+k0
,qni = N�k+k0

,0

. (5.21)

类似地还有 X
n

ei hk�k0
,qni = N�k�k0

,0

, (5.22)
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X
n

e�i hk�k0
,qni = N�k�k0

,0

, (5.23)X
n

e�i hk+k0
,qni = N�k+k0

,0

. (5.24)

将(5.21)—(5.24)代入(5.17)式，同时考虑到 !
j

(k) = !
j

(�k)，可得

K =
m

2

X
k,j

!2

j

(k)
⇥
2a⇤

k,j

ak,j

� a⇤
k,j

a�k,j

� a⇤
k,j

a⇤
�k,j

⇤
.

经过一个类似的过程可以将晶格振动的总势能写为

U =
m

2

X
k,j

!2

j

(k)
⇥
2a⇤

k,j

ak,j

+ a⇤
k,j

a�k,j

+ a⇤
k,j

a⇤
�k,j

⇤
. (5.25)

式中曾经利用了式(5.8)。因此，晶格振动的每个微观态下的能量为

E = K + U = 2m
X
k,j

!2

j

(k)a⇤
k,j

ak,j

.

引进新的变量 qk,j

和 pk,j

，

qk,j

= a⇤
k,j

+ ak,j

, pk,j

= mq̇k,j

= i m!
j

(k)(a⇤
k,j

� ak,j

),

可以把晶格振动的能量写成如下形式：

E(q, p) =
X
k,j


1

2m
(pk,j

)2 +
1

2
m!2

j

(k)(qk,j

)2
�

= H(q, p), (5.26)

式中 q和 p分别代表 qk,j

以及 pk,j

的全体。容易看出，上式实际上是DN 个 1维简谐振子
的能量之和，而 qk,j

和 pk,j

正式这些简谐振子的坐标和动量。所以，我们称 qk,j

和 pk,j

为

晶格振动的简正坐标。在简正坐标下，晶格振动的能量很容易实现量子化。量子化后，每

个微观态下的能量本征值为

E{nk,j

} =
X
k,j

✏
nk,j

, ✏
nk,j

= ~!
j

(k)

✓
nk,j

+
1

2

◆
, (5.27)

式中，{nk,j

}是表征一个本征量子态所需的全部量子数的集合，每个 nk,j

的取值范围都是

0, 1, · · · , 1。
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图 5.1: 由两种不同原子构成的2维正方晶格示意图

5.1.5 关于晶格振动力学的进一步讨论

在本节中，我们仅就最简单的由同种原子构成的绝缘晶体的晶格振动力学进行了分

析。从结果来看，晶格振动的能谱强烈地依赖于色散关系，而后者则对晶格结构十分敏

感。由于能谱是接下来用统计物理学的方法对晶体宏观性质进行分析时非常重要的输入数

据，因此有必要对色散关系进行进一步的讨论。

自然界中存在的晶体具有各种不同的晶格结构，有类似于前文讨论的单质正方晶格，

也有由异种原子构成的正方晶格以及种类繁多的非正方晶格。在不同的晶格结构下，晶格

振动的色散关系也很不一样。例如，在由两种不同原子交错排列形成的正方晶格中【参见

图5.1】，晶格振动的色散关系可以写为

!2

j

(k) =
!2

0

2

 
1 ±

r
1 � �2 sin2

k
j

a

2

!
, (5.28)

!2

0

= 2b

✓
1

m
1

+
1

m
2

◆
, �2 =

4m
1

m
2

(m
1

+ m
2

)2
 1, (5.29)

其中 m
1

, m
2

是两种晶格原子的质量，而 a 则是两个相邻的异种原子之间的距离。在两支
色散关系中，取 “�”号的一支频率较低，称为声学分支，记为 !2

ph,j

(k)；取 “+”号的一支
频率较高，称为光学分支，记为 !2

op,j

(k)。

在各向同性的假定下，可以略去式(5.28)中的下标 j，这时有

!2

ph

(k) =
!2

0

2

 
1 �

r
1 � �2 sin2

ka

2

!
,

!2

op

(k) =
!2

0

2

 
1 +

r
1 � �2 sin2

ka

2

!
.
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进一步假定m
1

� m
2

。这时有

!2

0

'

2b

m
2

, �2

'

4m
2

m
1

⌧ 1.

由于 �2

⌧ 1，我们可以对上述色散关系进行展开，得到

!2

ph

(k) ' !2

ph,0

sin2

ka

2
, (5.30)

!2

op

(k) ' !2

op,0

✓
1 �

�2

4
sin2

ka

2

◆
, (5.31)

式中

!2

ph,0

=
1

4
!2

0

�2

'

2b

m
1

, !2

op,0

= !2

0

'

2b

m
2

,

且有 !
ph,0

⌧ !
op,0

。

在第一布里渊区的中心，有

!2

ph

(0) = 0, !2

op

(0) = !2

op,0

6= 0.

而在第一布里渊区的边界上，有

!2

ph

⇣⇡

a

⌘
= !2

ph,0

, !2

op

⇣⇡

a

⌘
= !2

op,0

✓
1 �

�2

4

◆
> !2

ph,0

.

根据式(5.30)和(5.31)作出的色散关系曲线见图5.2，作图时的参数选择为 !2

op,0

= 1，

!2

ph,0

= 0.6，�2 = 0.2。图中的声学模色散关系曲线也可以用来描写当晶格中只有一种晶
格原子时的色散关系。显然。德拜线性色散关系(5.5)只是一个非常粗略的近似。

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5

ka

2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

wop
2

wph
2

图 5.2: 声学模和光学模的色散关系曲线

以上讨论仅限于由两种不同原子构成的正方晶格。对与更复杂的晶格结构，色散关系

的分析也会更加复杂。在本章的其余部分，我们将只考虑最简单的单质正方晶格，以此作

为特例来分析晶体的宏观性质。
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§ 5.2 固体热性质的经典描述

由于晶格原子都被束缚在晶格格点位置附近作振动，不同的原子各自处于不同的束缚

势阱中，因此每个晶格原子可以被看作一个与外界物质隔绝的子系，它们彼此之间是可以

被分辨的。所以，当用经典的系综分布来分析晶体的宏观性质时，分布函数中不会出现阶

乘因子 1/N !。

我们使用经典正则系综来分析晶体的宏观性质。首先计算经典的正则配分函数 Z
cl

。

利用单质正方晶格的晶格振动经典能谱式(5.26)不难求得：

Z
cl

=
1

hDN

Z
e�E(q,p)/k

0

T [dq][dp]

=
1

hDN

Y
k,j

Z
e�(pk,j

)

2

/2mk

0

T dpk,j

Z
e�m!

2

j

(k)(qk,j

)

2

/2k

0

T dqk,j

=
Y
k,j

✓
k
0

T

~!
j

(k)

◆
.

已知配分函数，立刻可以写出自由能：

F = �k
0

T log Z
cl

= k
0

T
X
k,j

log

✓
~!

j

(k)

k
0

T

◆
. (5.32)

为了对上式右方的求和进行简单的估算，我们取连续体极限，同时假定晶格振动是各向同

性的，即 !
j

(k)对晶格方向并不敏感，因而略去指标 j 而将其简写为

!(k) = v
s

k, k ⌘ |k|. (5.33)

这样，自由能(5.32)将变为

F = k
0

T


D

(2⇡)D

�
V

Z
log

✓
~!(k)

k
0

T

◆
(dk) = k

0

T


D

(2⇡)D

�
V

Z
log

✓
~v

s

k

k
0

T

◆
(dk),

式中利用了对应规则(5.14)。在波矢空间引进球坐标系，并对所有角坐标积分，可以得到Z
(dk) = A

D�1

Z
k

max

0

kD�1dk,

其中A
D�1

是 (D � 1)维单位球的面积，其取值在式(1.50)中首次出现时已有介绍。因此有

F = k
0

T


DA

D�1

(2⇡)D

�
V

Z
k

max

0

log

✓
~v

s

k

k
0

T

◆
kD�1dk
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= k
0

T


DA

D�1

(2⇡)D

�
V

✓
k
0

T

~v
s

◆
D

Z
x

max

0

xD�1 log x dx, (5.34)

式中

x
max

=
~!

max

k
0

T
=

~v
s

k
max

k
0

T
=

T
D

T
.

式(5.34)右边的积分为 Z
x

max

0

xD�1 log x dx =
xD

max

(D log x
max

� 1)

D2

.

将这个结果代入式(5.34)，最后可得

F =


A

D�1

(2⇡)DD

� "
V

✓
!

max

v
s

◆
D

# 
D log

✓
~!

max

k
0

T

◆
� 1

�
k
0

T

=


A

D�1

(2⇡)DD

� "
V

✓
k
0

T
D

~v
s

◆
D

# 
D log

✓
T

D

T

◆
� 1

�
k
0

T. (5.35)

从上式可以发现，在不同的空间维度下，连续体极限给出的固体自由能作为温度和体积的

函数并无太大的区别，区别仅在于函数中的数值系数不同。注意：上式中每个方括号中的

因子都是无量纲的。

必须指出的是：德拜温度是与晶体的空间维度相关的。为了计算德拜温度，我们利用

在第一布里渊区中所能容纳的独立的波矢总数为 N 这一事实，即X
k

1 = N.

利用式(5.14)可以将上式改写为

N =
A

D�1

V

(2⇡)D

Z
k

max

0

kD�1dk =
A

D�1

V (k
max

)D

(2⇡)DD
=


A

D�1

(2⇡)DD

� "
V

✓
k
0

T
D

~v
s

◆
D

#
. (5.36)

由此可得，

T
D

=
~v

s

k
0


(2⇡)DD

A
D�1

✓
N

V

◆�
1/D

, !
max

=
k
0

T
D

~ = v
s


(2⇡)DD

A
D�1

✓
N

V

◆�
1/D

. (5.37)

将式(5.36)代入(5.35)，还可以将自由能简化为

F =


D log

✓
T

D

T

◆
� 1

�
Nk

0

T.
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从自由能出发，绝缘晶体的各种宏观状态函数和过程参数都可以用第2章中介绍过的
方法求得。例如，熵可以通过自由能对温度的偏导数得到：

S = �

✓
@F

@T

◆
V

=


(D + 1) � D log

✓
T

D

T

◆�
Nk

0

,

因此内能为

E = F + TS = DNk
0

T,

定容热容为

C
V

= DNk
0

.

注意晶体的定容热容仅依赖于晶体中晶格原子的数量，与晶体的结构和种类无关。这是十

九世纪初便已经被室温以及高温下的实验观测证实的结果，称为杜隆—帕蒂定律 1�。
晶体的热物态方程也可以从自由能得到：

P = �

✓
@F

@V

◆
T

= �DNk
0

T
1

T
D

dT
D

dV
.

引进无量纲的参数 2�

�
G

= �

V

T
D

dT
D

dV
,

可将热物态方程写成

PV = �
G

DNk
0

T.

在德拜的线性色散连续体近似下，利用(5.37)，并注意到声速 v
s

仅与晶格原子的质量、晶

格间距以及晶格原子间的相互作用强度有关而与晶体的体积无关，可以求得：

�
G

=
1

D
,

因此，热物态方程最终可以写成与理想气体的热物态方程完全一样的形式：

PV = Nk
0

T.

在结束本节之前必须强调：连续体极限是有局限性的。要想使连续体极限下得到的宏

观状态函数和过程参数与实际实际测量值相符，必须要求温度 T � T
D

。

1�杜隆（Pierre Louis Dulong， 1785-02-12—1838-07-19），法国物理学家、化学家。帕蒂
（Alexis Thérèse Petit， 1791-02-12—1820-06-21），法国物理学家。

2�这个参数在文献中称作谷内森参数。谷内森（Eduard Grüneisen，1877-05-26—1949-04-05），
德国物理学家。
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§ 5.3 固体热性质的量子描述

如果温度 T  T
D

，用经典正则系综得到的对晶体宏观性质的描述将不再可靠，这时

就需要用量子正则系综来分析晶体的宏观性质。

首先需要通过对量子态求和来计算配分函数 Z。利用式(5.27)，可以写出

Z =
X

{nk,j

}

exp

24
�

1

k
0

T

X
k,j

~!
j

(k)

✓
nk,j

+
1

2

◆35
=
Y
k,j

1X
nk,j

=1

exp


�

~!
j

(k)

k
0

T

✓
nk,j

+
1

2

◆�

=
Y
k,j

e�~!

j

(k)/2k

0

T

1 � e�~!

j

(k)/k

0

T

.

因此有

F = �k
0

T log Z = E
0

+ k
0

T
X
k,j

log(1 � e�~!

j

(k)/k

0

T ), (5.38)

式中

E
0

=
1

2

X
k,j

~!
j

(k)

是晶格振动的零点能。为了进一步计算式(5.38)右边的求和，我们假定晶格振动具有各向同
性的性质，并利用式(5.14)，结果可得

F = E
0

+ k
0

T


D

(2⇡)D

�
V

Z
log(1 � e�~!(k)/k

0

T )(dk).

若进一步利用线性色散关系(5.33)，则有

F = E
0

+ k
0

T


DA

D�1

(2⇡)D

�
V

Z
k

max

0

log(1 � e�~v

s

k/k

0

T )kD�1dk

= E
0

+ k
0

T


DA

D�1

(2⇡)D

� "
V

✓
k
0

T
D

~v
s

◆
D

#✓
T

T
D

◆
D

Z
T

D

/T

0

log(1 � e�x)xD�1dx

= E
0

+ D2Nk
0

T

✓
T

T
D

◆
D

Z
T

D

/T

0

log(1 � e�x)xD�1dx, (5.39)
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式中最后一步我们利用了式(5.36)。利用相似的过程可以验证，在各向同性的连续极限下，
晶格振动的零点能 E

0

可以表达为

E
0

= E
0

(T
D

) =
D2

2(D + 1)
Nk

0

T
D

. (5.40)

利用分步积分可以将式(5.39)中的积分重写为Z
T

D

/T

0

log(1 � e�x)xD�1dx =
1

D

Z
T

D

/T

0

log(1 � e�x)d(xD)

=
1

D

"✓
T

D

T

◆
D

log
⇣
1 � e�T

D

/T

⌘
�

Z
T

D

/T

0

xD

ex

� 1
dx

#
,

因此，自由能可以重写为

F = E
0

(T
D

) + DNk
0

T log
⇣
1 � e�T

D

/T

⌘
� Nk

0

TD
D

✓
T

D

T

◆
,

其中，

D
D

(x) ⌘ Dx�D

Z
x

0

yD

ey

� 1
dy. (5.41)

当 D = 3时，这个函数称为德拜函数。

从自由能出发，可以获得描述晶体宏观性质的各种状态函数和过程参量。首先我们计

算晶体的熵。由于零点能与晶体的实际温度无关，我们有

S = �

✓
@F

@T

◆
V

= �DNk
0

log
⇣
1 � e�T

D

/T

⌘
+ (D + 1)Nk

0

D
D

✓
T

D

T

◆
.

因此，内能的取值为

E = F + TS = E
0

(T
D

) + DNk
0

TD
D

✓
T

D

T

◆
.

定容热容可以从上式直接算出：

C
V

=

✓
@E

@T

◆
V

= DNk
0

L
D

✓
T

D

T

◆
,

L
D

(x) ⌘ D
D

(x) � x
d

dx
D

D

(x).

此外，热物态方程也可以直接写出：

P = �

✓
@F

@V

◆
T
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= �

dT
D

dV


E0

0

(T
D

) + DNk
0

✓
T

T
D

◆
D

D

✓
T

D
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◆�
=

�
G

V


E

0

(T
D

) + DNk
0

TD
D

✓
T

D

T

◆�
.

利用式(5.40)以及 �
G

= 1/D，又可将上式写为

P = P
0

(V ) +
Nk

0

T

V
D

D

✓
T

D

T

◆
,

其中，

P
0

(V ) =
D

2(D + 1)

Nk
0

T
D

V

是纯粹的量子效应造成的贡献。
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图 5.3: 函数 D
D

(T
D

/T )随 T
D

/T 变化的曲线：从上到下，3条曲线分别对应 D = 1, 2, 3

从以上结果可以看到，晶体的宏观性质强烈地依赖于函数D
D

(T
D

/T )的行为。图5.3画
出了函数 D

D

(T
D

/T )随 T
D

/T 变化的曲线。从图中可以看出，在低温极限下，这个函数的
行为接近某种幂律行为，而高温极限下则逐渐趋近于常数 1。
下面我们就高温（T � T

D

）和低温（T ⌧ T
D

）两种极限情况来讨论晶体的宏观性

质。

1. 高温极限
当 T � T

D

时， x ⌘ T
D

/T ⌧ 1。这时可以将函数 D
D

(x)在 x = 0附近作泰勒展开，

D
D

(x) = 1 �

D

2(D + 1)
x +

D

12(D + 2)
x2 + O(x4).

由此可得，

L
D

(x) = 1 �

D

12(D + 2)
x2 + O(x4).
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另外，我们还需要以下展开式：

log(1 � e�x) = log x �

x

2
+

x2

24
+ O(x4).

将以上展式保留至 x2 项并代入前面求得的各状态函数和过程参量的表达式中，结果

可得

F = Nk
0

T

"
D log

✓
T

D

T

◆
� 1 +

D2

24(D + 2)

✓
T

D

T

◆
2

#
,

S = Nk
0

"
(D + 1) � D log

✓
T

D

T

◆
+

D2

24(D + 2)

✓
T

D

T

◆
2

#
,

E = DNk
0

T

"
1 +

D

12(D + 2)

✓
T

D

T

◆
2

#
,

C
V

= DNk
0

"
1 �

D

12(D + 2)

✓
T

D

T

◆
2

#
,

P =
Nk

0

T

V

"
1 +

D

12(D + 2)

✓
T

D

T

◆
2

#
.

如果忽略正比于
�

T

D

T

�
2

的小修正项，以上结果完美地符合上一节中用经典正则系综得到的

结果。

2. 低温极限
当 T ⌧ T

D

时， x = T
D

/T � 1。这时可以将函数 D
D

(x)中的积分因子的积分上限近

似为无穷大。利用附录A中给出的积分公式(A.7)可得：Z 1

0

yD

ey

� 1
dy = ⇣(D + 1)�(D + 1),

对所有的正整数 D，这都是一个有限的常数。因此，函数 D
D

(x)可以近似为

D
D

(x) ' D⇣(D + 1)�(D + 1)x�D

⌘ f(D)x�D,

f(D) = D⇣(D + 1)�(D + 1).

与此同时，当 x ! 1时，我们有

log(1 � e�x) ' �e�x.

因此，在低温下，晶体的自由能变为

F = E
0

(T
D

) � DNk
0

T e�T

D

/T

� f(D)Nk
0

T

✓
T

T
D

◆
D
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' E
0

(T
D

) � f(D)Nk
0

T

✓
T

T
D

◆
D

,

式中第二行略去了衰减更快的 e指数项。
其他宏观状态函数和过程参量的低温近似值为

S ' (D + 1)f(D)

✓
T

T
D

◆
D

Nk
0

,

E ' E
0

(T
D

) + f(D)Nk
0

T

✓
T

T
D

◆
D

,

C
V

' (D + 1)f(D)

✓
T

T
D

◆
D

Nk
0

,

P ' P
0

(V ) + f(D)
Nk

0

T

V

✓
T

T
D

◆
D

.

我们看到，当温度趋于零时，所有这些宏观量随温度变化的行为强烈地依赖于空间的维

数。特别地，对于最常见的 3维晶体，我们有 C
V

⇠ (T/T
D

)3。

历史上第一个提出固体低温热容理论的是爱因斯坦 1�。他的理论是1907年提出的，当
时量子力学还没有建立起来，但是普朗克已经用能量离散化的概念解释了黑体辐射能谱。

爱因斯坦借鉴了普朗克的能量离散的概念假定晶格振动的能级是等间距的并且频率单一。

这样得到的低温热容当温度趋于零时会以指数律衰减至零。这一结果与实测定性一致，但

定量不符。德拜在爱因斯坦的基础上提出了晶格振动具有多个频率模式并存在截止频率的

概念。根据德拜的假设得到的 3维固体的低温热容在 T ! 0时的行为是 C
V

⇠ (T/T
D

)3。

本章中介绍的固体热性质的量子理论是基于量子力学和正则系综的现代理论，相比于爱因

斯坦和德拜的半唯象模型来说更为系统化。然而，在下一章将会看到，如果考虑的固体不

是绝缘晶体而是金属导体，那么在 T ! 0时定容热容的行为还将得到进一步的修正。

讨论和评述

在结束本章之前，必须指出：实际晶体的空间结构有许多不同的种类，由此而

产生的宏观性质往往不具有各向同性的性质。本章中采用的各向同性连续极限只能

当作演示用统计物理学的方法来处理晶体宏观性质的例子看待，具体到实际晶体的

宏观物性还需要输入真正的各向异性的色散关系才能解释清楚。相关的知识已经超

出本书的范围，请读者参阅有关晶体热性质或者固体理论的书籍。

1�爱因斯坦（Albert Einstein， 1879-03-04—1955-04-18），德国—美国物理学家，狭义相和广
义相对论的创立者，在量子论和统计物理等领域也作出过杰出贡献。
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习题

5.1 试验证晶格振动的总势能可以写成式(5.25)的形式。

5.2 对由两种不同原子构成的 1维晶格，证明色散关系式(5.28)。

5.3 在高温极限下，试求出绝缘晶体的定压热容。

5.4 常温下，晶体的热物态方程与理想气体的热物态方程形式相同。试讨论为什么在常温
下晶体比理想气体更难压缩、更不易膨胀。

5.5 利用各向同性的连续极限证明晶格振动的零点能E
0

与德拜温度T
D

之间的关系式(5.40)。

5.6 试利用量子理论计算高温及低温极限下晶体的定压热容。


