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第 1章 黎曼流形

1.1 黎曼流形的定义

定义 1.1

♣

我们称 (M, g)是一个黎曼流形,若M 是一个微分流形, g ∈ Γ(⊗0,2TM)满足

1. 对称性: g(X,Y ) = g(Y,X), ∀X,Y ∈ TpM .
2. 正定性: g(X,X) ⩾ 0, ∀X ∈ TpM ,且等号成立当且仅当 X = 0.
我们称 g是M 上的一个黎曼度量.

在局部坐标系下, 我们记 g = gijdx
i ⊗ dxj , 其中 gij(p) = g

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
. 引入记号

dxidxj =
1

2

(
dxi ⊗ dxj + dxj ⊗ dxi

)
,

(
dxi
)2

= dxidxi.

则 g = gijdx
idxj . g(X,Y ) 也可记作 〈X,Y 〉g. 在不需要强调度量时, 也可以记作 〈X,Y 〉.

有了黎曼度量 g, 对于任意 p ∈ M , 可以计算 TpM 中向量的长度, 以及两个向量之间的夹
角.
曲线长度: 设 σ : [a, b] →Mn 为 C1 曲线, 则定义 σ 关于 g 的长度为:

L(σ) =

∫ b

a

√
g(σ′(t), σ′(t)) dt.

对于分段 C1 曲线, 分段计算长度再相加即可.
体积: 若 Mn 可定向, 选择一个定向相容坐标覆盖 {(Uα, φα)}α∈Γ, 局部地定义一个 n 次微

分形式:
dVg =

√
det(gij) dx

1 ∧ · · · ∧ dxn.

可以验证, dVg 与局部坐标系的选取无关, 故是一个整体的量, 称为体积形式. 设 Ω ⊂ Mn 为紧
集, 则

Vol(Ω) =

∫
Ω

dVg.

距离: 该如何定义距离呢? 配备距离函数的黎曼流形能否构成一个度量空间? 若能的话, 关
于度量的拓扑跟流形本身的拓扑一致么?

1.2 黎曼度量的存在性

黎曼度量的存在性无障碍, 性质有障碍.

定理 1.1

♥任意微分流形上都存在黎曼度量.

证明 {(Uα, ϕα)}α∈N. , {fα}α∈N, fα ∈ C∞(M),

suppfα ⊂ Uα, suppfα , 0 ⩽ fα ⩽ 1,
∑

α∈N fα ≡ 1. Uα , g̃α =
n∑
j=1

(
dxjα
)2,



1.3 黎曼流形的构造方法

gα ∈ Γ(⊗0,2TM):

gα(p) =

{
fα(p)g̃α(p), p ∈ Uα,

0, p /∈ Uα.

g =
∑

α∈N gα. g , .
g . ∀ p ∈ M , α ∈ N, fα(p) > 0. p ∈ suppfα ⊂ Uα.

∀Xp ∈ TpM ,
g(Xp, Xp) ⩾ fα(p)g̃α(Xp, Xp) ⩾ 0.

g̃α(Xp, Xp) = 0, Xp = 0. □

1.3 黎曼流形的构造方法

例 1.1乘积黎曼流形 (M, g)× (N, h) = (M ×N, g + h).
例 1.2子流形 考虑浸入 f :M → (N, h). 定义

f ∗h(X,Y ) = hf(p)(f∗(X), f∗(Y )), ∀X,Y ∈ TpM,

则 f ∗h是M 上的黎曼度量.
证明 , .

f ∗h(X,X) = 0 ⇔ hf(p)(f∗(X), f∗(X)) = 0 ⇔ f∗(X) = 0 ⇔ X = 0.

f . □

1.4 典型例子

考虑 Rn+1 中的超曲面 f :Mn → (Rn+1, gE). 在局部坐标系 (U, ui) 下,
f(u1, · · · , un) =

(
f 1(u1, · · · , un), · · · , fn+1(u1, · · · , un)

)
.

计算可得

f ∗(gE)
∣∣
U
=

n+1∑
i=1

df i ⊗ df i

=
n+1∑
i=1

(
∂f i

∂us
dus
)
⊗
(
∂f i

∂ut
dut
)

=

(
n+1∑
i=1

∂f i

∂us
· ∂f

i

∂ut

)
dus ⊗ dut.

例 1.3 (图流形) 令M = Rn, f(x) = (x, b(x)). 计算可得

h = f ∗gE =

(
δij +

∂b

∂xi
∂b

∂xj

)
dxidxj,

即 (hij)n×n = In + (Db)T ·Db. 计算可得 h的体积形式为

dVh =
√
1 + |Db|2 dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

例 1.4 (球面) 考虑球面到欧氏空间的嵌入 Sn(a) = {x ∈ Rn+1 | |x| = a} i
↪→ (Rn+1, gE) (a > 0).

设 N = (0, · · · , 0, a), S = (0, · · · , 0,−a), U+ = Sn(a) \ S, U− = Sn(a) \N . ϕ± : U± → Rn 满足

(ξ1, · · · , ξn) = ϕ+(x
1, · · · , xn+1) =

(
ax1

a+ xn+1
, · · · , axn

a+ xn+1

)
,

2



1.5 等距

(η1, · · · , ηn) = ϕ−(x
1, · · · , xn+1) =

(
ax1

a− xn+1
, · · · , axn

a− xn+1

)
.

注意到

|ξ|2 = a2(a2 − (xn+1)2)

(a+ xn+1)2
=
a2(a− xn+1)

a+ xn+1
,

于是 xn+1 =
a(a2 − |ξ|2)
a2 + |ξ|2

, x̂ =
2a2

a2 + |ξ|2
ξ, 其中 x̂表示 (x1, · · · , xn). 因此,

i∗gE|U+ =
4a4

(a2 + |ξ|2)2
n∑
i=1

(
dξi
)2
.

例 1.5 (双曲空间) 考虑 (Rn+1, L), 其中 L =
n∑
i=1

(dxi)2 − (dxn+1)2. 双曲空间

Hn(a) = {x ∈ Rn+1 | 〈x, x〉L = −a2, xn+1 > 0}
微分同胚于 Rn. 因为 xn+1 =

√
|x̂|2 + a2, 所以

i∗L =
∑
i,j

(
δij −

xixj

|x̂|2 + a2

)
dxidxj.

因为 ξ =
ax̂

a+ xn+1
, x̂ =

2a2ξ

a2 − |ξ|2
, 所以

ϕ∗i∗(L) =
4a4

(a2 − |ξ|2)2
n∑
i=1

(
dξi
)2
.

1.5 等距

定义 1.2

♣

考虑映射 f : (M, g) → (N, h). 若 g = f ∗h,则称 f 为等距映射. 若 f 为微分同胚,则称 f

为等距同构,此时,在黎曼几何的范畴内,视M 和 N 为相同对象.

注等距映射必为浸入, 因为 f∗(X) = 0 蕴涵 g(X,X) = h(f∗(X), f∗(X)) = 0.
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1.6 双曲空间不同模型间的等距

定义 1.3

♣

考虑微分自同胚 f : (M, g) → (M,h). 若 h = λ2f ∗g,其中 λ ∈ C∞(M)且 λ > 0,则称 f

为共形变换.

1.6 双曲空间不同模型间的等距

双曲空间主要有以下三种模型:
1. Hyperboloid,
2. Poincaré ball,
3. Upper half plane.

� 练习 1.1 考虑映射 f : H → D, f(z) =
z − i

z + i
, 可以得到二维上半平面到 Poincaré 圆盘的等距.

高维的情况呢?

4



第 2章 黎曼联络

2.1 流形上的高阶求导问题

思考：考虑 f ∈ C∞(M), 一阶导数有 df,∇gf , 其中 ∇gf 定义为: 〈X,∇gf〉 = Xf , ∀X ∈
Γ(TM). 二阶导数呢? 如何继续对 df,∇f 求导?

外微分? d(df) = 0.
Lie 导数? [X,∇f ] 关于 X 不是函数线性的, 依赖于 X 的一阶导. X(p) = X ′(p), DX(p) 6=

DX ′(p), 则 [X,∇f ](p) 6= [X ′,∇f ](p).
在 Rn 中, DXY 只需要 X 在一点有定义, 换言之, ∇Y 为 (1, 1) 型张量. 流形上如何对向量

场求导? 对于欧氏空间, 有

fij(x) = lim
t→0

fi(x+ tej)− fi(x)

t
.

而对于流形, ∇f(x) ∈ TxM,∇f(y) ∈ TyM , ∇f(x)−∇f(y) 有意义么?
不在同一个切空间中, 不能直接相减. 需要在 TxM 与 TyM 中建立同构, 需要一个附加的结

构来实现: 联络.

2.2 仿射联络

对于向量丛和主丛, 都有联络的概念, 仿射联络是指切丛的联络.

定义 2.1

♣

微分流形 M 的仿射联络是指一个映射 ∇ : Γ(TM) × Γ(TM) → Γ(TM), 对于任意 f ∈
C∞(M), λ ∈ R,满足
(1) ∇Y+fZX = ∇YX + f∇ZX ,
(2) ∇Y (X + λZ) = ∇YX + λ∇YZ,
(3) ∇Y (fX) = Y (f)X + f∇YX .
称 (M,∇)为一个仿射联络空间.

注 ∇(·)X 满足张量性质. 我们称 ∇XY 是向量场 Y 沿 X 方向的协变导数. 联络也常用符号 D

表示.

命题 2.1 (仿射联络的基本性质)

♠

(1) 若 ∇1和 ∇2是联络,对于 λ, µ ∈ R满足 λ+ µ = 1, λ∇1 + µ∇2仍是联络.
(2) 联络不是张量场,但联络之差是.

证明

∇1
X (fY )−∇2

X (fY ) = f∇1
XY + (Xf)Y − f∇2

XY − (Xf)Y = f
(
∇1
XY −∇2

XY
)
.

命题 2.2 (仿射联络的局部性)

♠

设 (M,D) 是仿射联络空间, X,Y, X̃, Ỹ ∈ Γ(TM), U 为 M 的非空子集, 且 X|U = X̃|U ,
Y |U = Ỹ |U ,则 (DXY )|U = (DX̃ Ỹ )|U .



2.3 Hessian与挠率

证明 {U, xi}, D ∂

∂xi

∂
∂kj

= Γkij
∂
∂xk

, Γkij 联络系数. X|U = X i ∂
∂xi

,
Y |U = Y j ∂

∂xj
,

(DXY )
∣∣
U
= X i

(
∂Y j

∂xi
+ Y kΓjik

)
∂

∂xj
.

注设 σ(t) 是M 中的曲线, σ′(0) = X , 则 (DXY )|U 只与 Y 沿着 σ(t) 的值有关.
考虑局部坐标系 {U, xi}, {Ũ , x̃j}, 我们还可以得到坐标变换公式

Γkij
∂x̃r

∂xk
= Γ̃rpq

∂x̃p

∂xi
∂x̃q

∂xj
+

∂2x̃r

∂xi∂xj
.

从上式也能看出联络不是张量场, 但两个联络之差是张量场.

2.3 Hessian与挠率

Y (Xf) 关于 X 不是张量性质的, 因为 Y (hX(f)) = hY (Xf) + Y h ·Xf . 考虑

∇2
X,Y f = Y (Xf)− (∇YX) f,

有

∇2
hX,Y f = Y ((hX)f)− (∇Y (hX)) f

= hY (Xf) + (Y h)(Xf)− h · (∇YX) f − (Y h)(Xf)

= h∇2
X,Y f.

因此 ∇2
X,Y f 关于 X 和 Y 都是张量性质, ∇2f 为 (0, 2) 张量场, 称为 f 关于联络 ∇ 的 Hessian.

∇2f 是否对称?
∇2
X,Y f −∇2

Y,Xf = Y (Xf)− (∇YX)f −X(Y f) + (∇XY )f

= (∇XY −∇YX − [X,Y ]) f.

挠率: T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]. 挠率 T 是 (1, 2) 型张量场.

T (X, fY ) = ∇X(fY )−∇fYX − [X, fY ]

= f∇XY + (Xf)Y − f∇YX − (f [X,Y ] + (Xf)Y )

= fT (X,Y ).

挠率为零的联络称为无挠联络. 在局部坐标系下,

T

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
=
(
Γkij − Γkji

) ∂

∂xk
,

于是

T =
(
Γkij − Γkji

) ∂

∂xk
⊗ dxi ⊗ dxj.

无挠 ⇔ 联络系数关于下指标对称.

2.4 对张量场求协变导数

如何将对向量场的求导推广到对张量场? 首先要满足一些合理的条件:
(1) 保持类型: 若 τ 为 (r, s) 型张量场, 则 ∇Xτ 仍为 (r, s) 型张量场, 即 ∇(·)τ 为 (r, s+ 1) 型张

量场. f ∈ C∞(M), ∇Xf ≜ Xf .
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2.4 对张量场求协变导数

(2) Leibniz 法则: ∇X(K ⊗ L) = (∇XK)⊗ L+K ⊗ (∇XL).
(3) 与缩并可交换: 记缩并符号为 C. C : Γ(⊗r,sTM) → Γ(⊗r−1,s−1TM) (r ≥ 1, s ≥ 1) 定义如

下: 对于 τ ∈ Γ(⊗r,sTM), 选一个局部坐标系,

C(τ) (α1, · · · , αr−1;X1, · · · , Xs−1) =
n∑
i=1

τ

(
dxi, α1, · · · , αr−1;

∂

∂xi
, X1, · · · , Xs−1

)
.

其中, αi 为任意微分式,Xj 为任意向量场. 特别地, 设 Y ∈ Γ(TM), α ∈ Γ(T ∗M) = Ω1(M),
则

C(Y ⊗ α) = α(Y ).

缩并运算即是求迹, 缩并运算与局部坐标系的选取无关 (线性变换的迹与基底选取无关).
缩并默认是对第一个逆变指标和第一个协变指标, 也可以指定位置.

这三条要求决定了对张量场的求导运算. 先看对余切向量场:
X(α(Y )) = ∇X (C(Y ⊗ α)) = C (∇X(Y ⊗ α))

= C ((∇XY )⊗ α) + C (Y ⊗ (∇Xα))

= α(∇XY ) + (∇Xα)(Y ).

所以,
(∇Xα)(Y ) = X(α(Y ))− α(∇XY ).

在局部坐标系下,(
∇ ∂

∂xi
dxk
)( ∂

∂xj

)
=

∂

∂xi

(
dxk

(
∂

∂xj

))
− dxk

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

)
= −dxk

(
Γsij

∂

∂xs

)
= −Γkij.

因此,
∇ ∂

∂xi
dxk = −Γkijdx

j.

再看 Hessian: f ∈ C∞(M), ∇df ∈ Γ (⊗0,2TM), 有
∇df(X,Y ) = Y (df(X))− df(∇YX) = Y (Xf)− (∇YX) f.

即 ∇df = ∇2f.

更一般地, 对于M 上的 (r, s) 型张量场 τ , 有

(∇Xτ) (α1, · · · , αr;Y1, · · · , Ys) =X (τ (α1, · · · , αr;Y1, · · · , Ys))

−
r∑
i=1

τ (α1, · · · ,∇Xαi, · · · , αr;Y1, · · · , Ys)

−
s∑
j=1

τ (α1, · · · , αr;Y1, · · · ,∇XYj, · · · , Ys) ,

在局部坐标系下,
τ |U = τ i1···irj1···js

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ,

记

∇τ |U = τ i1···irj1···js,js+1

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ⊗ dxjs+1 ,

则

τ i1···irj1···js,js+1
=
∂τ i1···irj1···js
∂xjs+1

+
r∑

a=1

τ
i1···ia−1kia+1···ir
j1···js Γiajs+1k

−
s∑
b=1

τ i1···irj1···jb−1ljb+1···jsΓ
l
js+1jb

.
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2.5 黎曼联络

对向量场求二阶导数: ∇X ∈ Γ (⊗1,1TM), ∇2X ∈ Γ (⊗1,2TM).
∇X(α, Y ) = α(∇YX).

∇2X(α, Y, Z) = Zα(∇YX)− (∇Zα)(∇YX)− α(∇∇ZYX)

= Zα(∇YX)− (Zα(∇YX)− α(∇Z∇YX))− α(∇∇ZYX)

= α (∇Z∇YX −∇∇ZYX) .

∇2
Y,ZX = ∇Z∇YX −∇∇ZYX.

∇2X 是否对称? 若联络无挠, 有
∇2
Y,ZX −∇2

Z,YX = ∇Z∇YX −∇Y∇ZX −∇[Z,Y ]X

≜ [∇Z ,∇Y ]X −∇[Z,Y ]X.

注再看矩阵乘法：设 A, B 是 (1, 1) 张量, 表示为

A = aij
∂

∂xi
⊗ dxj, B = bkl

∂

∂xk
⊗ dxl.

有

A⊗ B = aijb
k
l

∂

∂xi
⊗ ∂

∂xk
⊗ dxj ⊗ dxl.

将 A⊗ B 关于反变第二个位置和协变第一个位置缩并, 可得

C2
1(A⊗ B) = aikb

k
l

∂

∂xi
⊗ dxl.

A, B 也可以看成是矩阵, 表示为 A = (aij)n×n, B = (bkl )n×n. 因此可以看作

A · B = C2
1(A⊗ B).

即矩阵乘法可以看成张量积和缩并的复合.

2.5 黎曼联络

设 (M, g) 为黎曼流形, ∇ 为 M 的一个仿射联络, 则 ∇g 为 (0, 3) 型张量场. 对于任意向量
场 X , Y 和 Z, 有:

(∇Zg)(X,Y ) = Zg (X,Y )− g (∇ZX,Y )− g (X,∇ZY ) .

若 ∇g ≡ 0, 则称联络 ∇ 与 g相容.

定理 2.1 (黎曼几何基本定理)

♥M 上存在唯一一个与 g相容的无挠联络,称为 (M, g)的黎曼联络,或 Levi-Civita联络.

证明 . ∇ g , , :
X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, (2.1)
Y 〈Z,X〉 = 〈∇YZ,X〉+ 〈Z,∇YX〉, (2.2)

Z〈X,Y 〉 = 〈∇ZX,Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉, (2.3)

, :
∇XY −∇YX = [X,Y ], (2.4)

∇YZ −∇ZY = [Y, Z], (2.5)
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2.6 黎曼子流形的诱导联络

∇ZX −∇XZ = [Z,X]. (2.6)

(2.1)+(2.2)-(2.3), (2.4), (2.5) (2.6),
X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉 = 2〈∇XY, Z〉 − 〈[X,Y ], Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉+ 〈X, [Y, Z]〉. (2.7)

, (2.7) ∇XY . , (2.7) ( ). (2.7)
Koszul .

在局部坐标系下, g = gijdx
idxj , 黎曼联络 ∇ 可以表示为

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
.

其中的联络系数 Γkij 被称为 Christoffel 符号. 根据 Koszul 公式可得,

2Γmij gml =
∂glj
∂xi

+
∂gli
∂xj

− ∂gij
∂xl

,

即

Γkij =
1

2
gkl
(
∂glj
∂xi

+
∂gli
∂xj

− ∂gij
∂xl

)
.

定理 2.2 (等距保持黎曼联络)

♥

设 ∇和 ∇̃分别是黎曼流形 (M, g)和 (M̃, g̃)的黎曼联络. 设 ϕ :M → M̃ 是等距, p ∈M ,
p̃ = ϕ(p),则对 ∀v ∈ TpM ,以及 ∀X ∈ Γ(TM),有

ϕ∗ (∇vX) = ∇̃φ∗(v)ϕ∗(X).

� 练习 2.1 证明定理2.2.

2.6 黎曼子流形的诱导联络

设 (M̄, ḡ) 是黎曼流形, M 是 M̄ 的嵌入子流形, 包含映射用 i 表示. M̄ 诱导了 M 的黎曼度
量 g = i∗g, 也诱导了M 的一个联络 ∇ = ∇̄⊤: 对于 X , Y ∈ Γ(TM), 定义 ∇XY = (∇̄X̄ Ȳ )⊤, 其
中 X̄ , Ȳ 分别表示将 X 和 Y 以任意方式延拓成的 M̄ 上的向量场, “>” 表示向 M 的切向做投
影. ∇XY 的取值与延拓方式无关.

命题 2.3 (诱导联络继承无挠性)

♠若 ∇̄无挠,则 ∇也无挠.

证明

∇XY −∇YX =
(
∇̄X̄ Ȳ − ∇̄Ȳ X̄

)⊤
= [X̄, Ȳ ]⊤ = [X,Y ].

两者相容么? 答案是肯定的.

命题 2.4 (子流形继承的联络和度量相容)

♠度量 g = i∗g和联络 ∇ = ∇̄⊤相容.
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2.7 黎曼流形上的代数和微分算子

证明 Koszul . X , Y , Z ∈ Γ(TM),

g(∇XY, Z) = ḡ(∇XY, Z) = ḡ(∇XY, Z)

=
1

2
(Xḡ(Y, Z) + Y ḡ(Z,X)− Zḡ(X,Y ) + ḡ([X,Y ], Z)− ḡ(Y, [X,Z])− ḡ(X, [Y, Z]))

=
1

2
(Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y ) + g([X,Y ], Z)− g(Y, [X,Z])− g(X, [Y, Z])) .

定义 2.2 (第二基本形式)

♣

设 (M̄, ḡ)是黎曼流形, M 是 M̄ 的嵌入子流形. 定义M 在 M̄ 中的第二基本形式为

II(X,Y ) =
(
∇̄XY

)⊥
= ∇̄XY −

(
∇̄XY

)⊤
,

其中, X , Y ∈ Γ(TM).

验证: II(X,Y ) 关于 X , Y 是函数线性的, 且是对称的.
若M 是 M̄ 的超曲面, 且法丛平凡, 则可以取一个单位法向量场 ν. 有

II(X,Y ) =
〈
∇̄XY, ν

〉
ν.

令 IIν(X,Y ) =
〈
∇̄XY, ν

〉
, 则 IIν ∈ Γ (⊗0,2TM). 令 Aν(X) = ∇̄Xν, 验证: Aν ∈ Γ (⊗1,1TM),

〈Aν(X), Y 〉 = − IIν(X,Y ). Aν 称为形状算子.

2.7 黎曼流形上的代数和微分算子

设 (M, g) 为黎曼流形, ∇ 为相应的黎曼联络.

2.7.1 升降调算子

降调算子[ : Γ (TM) → Γ (T ∗M) 定义为:
X → X♭, X♭(Y ) = 〈X,Y 〉 , ∀Y ∈ Γ (TM) .

局部坐标系下, 设 X = X i ∂
∂xi

, 则
X♭ =

(
gijX

j
)
dxi.

升调算子] : Γ (T ∗M) → Γ (TM) 定义为:
α → α♯,

〈
α♯, Y

〉
= α(Y ), ∀Y ∈ Γ (TM) .

局部坐标系下, 设 α = aidx
i, 则

α♯ =
(
gijaj

) ∂

∂xi
.

易见, (X♭)♯ = X , (α♯)♭ = α.
对于一般的张量场, 也可定义升降调算子, 设 τ 是 (r, s) 型张量场, τ ♯k,l 是 (r+1, s− 1) 型张

量场, 定义为

τ ♯k,l (α1, · · · , αr+1;X1, · · · , Xs−1) = τ
(
α1, · · · , αk−1, αk+1, · · · , αr+1;X1, · · · , Xl−1, α

♯
k, Xl, · · · , Xs−1

)
.

例子:
g♯1,1 = id, (id)♯2,1 = g−1.

局部坐标系下,
id =

∂

∂xi
⊗ dxi, g−1 = gij

∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj
.
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2.7 黎曼流形上的代数和微分算子

其中, (gij) = (gij)
−1.

再看一个例子: 设 S 为 2 阶协变张量场, 局部坐标系下, 设
S = Sijdx

i ⊗ dxj,

则

S♯1,1 = gikSkj
∂

∂xi
⊗ dxj.

2.7.2 取迹和范数

设 S 为 2 阶协变张量场,关于 g取迹是如下运算:
trS = C

(
S♯1,1

)
= C(C(g−1 ⊗ S)).

在局部坐标系下, 设 S = Sijdx
i ⊗ dxj,则

trS = gijSij.

选一组标准正交基 {ei}ni=1, 对偶基记为 {e∗i }ni=1, 还有表达式

trS =
∑
i

S(ei, ei).

这里用到了 e∗i (·) = 〈·, ei〉.
对于 2 阶以上协变张量, 可以对指定位置进行缩并. 例如, 设 R 是一个四阶张量, 局部坐标

系下表达式为
R = Rijkldx

i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl.

则将 R关于 1, 4 位置求迹后得到,
tr1,4R = gilRijkl ⊗ dxj ⊗ dxk.

可以将内积推广到张量上, 设 H , T 同为 (r, s) 阶张量, 在局部坐标下,

H = H i1···ir
j1···js

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ,

T = T k1···krl1···ls
∂

∂xk1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xkr
⊗ dxl1 ⊗ · · · ⊗ dxls .

则
〈H,T 〉 = gj1l1 · · · gjslsgi1k1 · · · girkrH i1···ir

j1···jsT
k1···kr
l1···ls .

H 的范数定义为 |H| =
√
〈H,H〉. 问题: |g| =? |g−1| =? |id| =?

2.7.3 梯度 (gradient)

设 f ∈ C∞(M). f 的梯度∇f 定义为

〈∇f,X〉 ≜ df(X) = Xf, ∀X ∈ Γ (TM) .

即 ∇f = (df)♯. 在局部坐标系下,

∇f = gij
∂f

∂xi
∂

∂xj
. (2.8)

|∇f |2 = gijfifj.
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2.7 黎曼流形上的代数和微分算子

2.7.4 散度 (divergence)

设 τ 是 (r, s) 型张量场, 则 ∇τ 是 (r, s+ 1) 型张量场, C(∇τ) 是 (r − 1, s) 型张量场. 定义散
度算子div(τ) = C(∇τ). 对于向量场 X , 选坐标基底, 有

divX = dxi
(
∇ ∂

∂xi
X
)
=
∂X i

∂xi
+XkΓiik.

注意

Γiik =
1

2
gil
∂gli
∂xk

=
1√
G

∂
√
G

∂xk
.

其中 G = det(gij). 因此,

divX =
1√
G

∂

∂xk

(√
GXk

)
. (2.9)

选一组标准正交基 {ei}ni=1, 对偶基记为 {e∗i }ni=1. 有表达式

divX =
∑
i

e∗i (∇eiX) =
∑
i

〈∇eiX, ei〉.

这里用到了 e∗i (·) = 〈·, ei〉.

2.7.5 Hessian和 Laplacian

Hessian 的其他表达式:
∇2f(X,Y ) = Y (Xf)− (∇YX) f

= Y 〈X,∇f〉 − 〈∇YX,∇f〉

= 〈X,∇Y∇f〉 .
局部坐标系下,

∇2f = fijdx
i ⊗ dxj,

其中

fij =
∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk
.

Laplacian: ∆f ≜ tr(∇2f). 选一组标准正交基 {ei}ni=1, 可见

∆f =
∑
i

∇2f(ei, ei) =
∑
i

〈∇ei∇f, ei〉 = div (∇f) .

在局部坐标系下,

∆f = gijfij = gij
(

∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk

)
.

因为

gijΓkij =
1

2
gijgkl

(
∂glj
∂xi

+
∂gli
∂xj

− ∂gij
∂xl

)
=

1

2
gij
∂gjl
∂xi

glk +
1

2
gji
∂gil
∂xj

glk − 1

2
gklgij

∂gij
∂xl

= −1

2

∂gik

∂xi
− 1

2

∂gik

∂xi
− 1

2
gklG−1 ∂G

∂xl

= −∂g
ik

∂xi
− 1

2
gklG−1 ∂G

∂xl
,
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2.7 黎曼流形上的代数和微分算子

所以

∆f =
1√
G

∂

∂xk

(
gik

√
G
∂f

∂xi

)
. (2.10)

联合(2.8)和(2.9), 也可得到表达式(2.10).
满足 ∆f = 0 的函数称为调和函数.

2.7.6 散度定理

回忆:

定理 2.3 (Stokes公式)

♥

设M 是可定向带边流形, ω为M 上紧支的 n− 1次微分形式,则∫
M

dω =

∫
∂M

ω.

我们可以得到 Stokes 公式的一种重要的特殊形式:

定理 2.4 (散度定理)

♥

设 (M, g)是带边黎曼流形, X 为M 上紧支向量场, ν 为 ∂M 在M 中的单位外法向量场,
则有 ∫

M

divX dVg =

∫
∂M

〈X, ν〉 dVg|∂M .

证明 , Ω = dVg. Stokes , ω = iXΩ. d(iXΩ) = (divX)Ω.
Cartan ,

LXΩ = d (iXΩ) + iX (dΩ) .

dΩ = 0, LXΩ = (divX)Ω. ,

X = X i ∂

∂xi
, Ω =

√
Gdx1 ∧ · · · ∧ dxn.

LXΩ = X
√
Gdx1 ∧ · · · ∧ dxn +

√
G

n∑
k=1

dx1 ∧ · · · ∧ LX
(
dxk
)
∧ · · · ∧ dxn.

X
√
G = X i∂

√
G

∂xi
,

LX d ,

LX
(
dxk
)
= d

(
LXx

k
)
= d

(
X
(
xk
))

=
∂Xk

∂xj
dxj.

,

LXΩ =

(
X i∂

√
G

∂xi
+
√
G
∂X i

∂xi

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn = (divX) Ω.

: ∂M , iXΩ = 〈X, ν〉 dVg|∂M . ∂M

{ei}n−1
i=1 , . ν {e∗i }n−1

i=1 ν∗,
dVg = ν∗ ∧ e∗1 ∧ · · · ∧ e∗n−1, dVg|∂M = e∗1 ∧ · · · ∧ e∗n−1.
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2.7 黎曼流形上的代数和微分算子

X

X = 〈X, ν〉ν +
n−1∑
i=1

〈X, ei〉ei,

dVg , ∂M ,
iXΩ = 〈X, ν〉e∗1 ∧ · · · ∧ e∗n−1.

推论 2.1

♥

若M 紧致无边,则有 ∫
M

divX dVg = 0.

若 X = ∇f ,则有 ∫
M

∆f dVM =

∫
∂M

〈∇f, ν〉 dV∂M .

� 练习 2.2 设 f : Rn → R,Mf = {(x, f(x)) | x ∈ Rn}. 计算Mf 的诱导度量、诱导度量的 Christoffel
符号以及Mf 的第二基本形式.

� 练习 2.3 计算 g = e2ugE 的 Christoffel 符号, 其中 u ∈ C∞(Rn), gE 是欧氏度量.
� 练习 2.4 证明: ∆f 2 = 2f∆f + 2|∇f |2.
� 练习 2.5 利用练习2.4中的等式及散度定理, 证明: 紧致无边黎曼流形上的调和函数为常数.

14



第 3章 平行移动

3.1 向量场的平行移动

定义 3.1

♣

设 (M,D)是一个m维仿射联络空间, γ : [a, b] →M 是一条光滑曲线, X ∈ Γ(TM). 若沿
曲线 γ 有 Dγ̇(t)X = 0, ∀ t ∈ [a, b],则称向量场 X 沿曲线 γ 是平行的.

注由于联络具有局部性, Dγ̇(t)X 仅与 X 在 γ 上的值有关.
在局部坐标系下, 不妨设

γ̇(t) = Y j(t)
∂

∂xj
, X = X i ∂

∂xi
.

计算可得

Dγ̇(t)X = Y j

(
∂X i

∂xj
+XkΓijk

)
∂

∂xi

=
(
γ̇(t)X i

) ∂

∂xi
+ Y jXkΓijk

∂

∂xi

=
dX i(γ(t))

dt

∂

∂xi
+ Y jXkΓijk

∂

∂xi
.

于是得到线性 ODE system:
dX i(t)

dt
+ Y j(t)Γijk(t)X

k(t) = 0, 1 ⩽ i ⩽ m,

X i(0) = X i(γ(a)).

定义 3.2

♣

设 γ : [a, b] →M 是连续曲线. 若存在 [a, b]的一个分划 a = t0 < t1 < · · · < tr−1 < tr = b,
使得 γ|[ti−1,ti] 为光滑曲线,则称 γ 为M 上的分段光滑曲线. 相应地,若向量场 X 在每段

γ|[ti−1,ti]上平行,则称 X 为分段光滑平行向量场.

定理 3.1

♥

设 (M,D) 为仿射联络空间, p ∈ M , γ : [0, b] → M 是从 p 出发的分段光滑曲线, 则对
∀X0 ∈ TpM ,存在唯一一个沿 γ 的分段光滑平行向量场 X = X(t)满足 X(0) = X0.

证明 ODE , = .
线性方程组关于初值线性, 分段光滑平行向量场构成一个线性空间, 与 TpM 同构. 特别地,

定义 3.3

♣

对 ∀ t ∈ [0, b],沿 γ 的分段平行向量场给出了 TpM → Tγ(t)M 的线性同构,称为曲线 γ 从

γ(0)到 γ(t)的平行移动,表示为 X(t) = P t
0(X0).



3.2 平行移动与协变导数

3.2 平行移动与协变导数

命题 3.1

♠

设 (M,D)为仿射联络空间, γ : [a, b] →M 是光滑曲线, X 是沿 γ 的向量场. 则

Dγ̇(t)X = lim
∆t→0

P t
t+∆t(X ◦ γ(t+∆t))−X ◦ (γ(t))

∆t
.

证明 p = γ(0). TpM {ei}, ei(t) = P t
0(ei), ei(0) = ei, ei(t) γ

, Dγ̇(t)ei(t) ≡ 0. P t
0 : TpM → Tγ(t)M , {ei(t)} Tγ(t)M

. , X γ

X(γ(t)) =
m∑
i=1

X i(t)ei(t),

X i(t) t .

Dγ̇(t)X(γ(t)) = γ̇(t)
(
X i(t)

)
ei(t) +X i(t)Dγ̇(t)ei(t) =

dX i(t)

dt
ei(t).

P t
t+∆t : Tγ(t+∆t)M → Tγ(t)M ,
P t
t+∆t(X(γ(t+∆t))) = P t

t+∆t

(
X i(t+∆t)ei(t+∆t)

)
= X i(t+∆t)ei(t).

,
P t
t+∆t(X ◦ γ(t+∆t))−X ◦ (γ(t))

∆t
=
X i(t+∆t)−X i(t)

∆t
ei(t),

lim
∆t→0

P t
t+∆t(X ◦ γ(t+∆t))−X ◦ (γ(t))

∆t
=
dX i(t)

dt
ei(t) = Dγ̇(t)X.

定理 3.2

♥

设 (M, g)为黎曼流形, ∇是黎曼联络, X,Y 为沿曲线 γ的两个平行向量场,则 g(X,Y )沿

γ 为常数.

证明
d

dt
g(X,Y ) = g(∇γ̇(t)X,Y ) + g(X,∇γ̇(t)Y ) = 0.

对于黎曼联络, P t1
t0 : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M 为等距同构.

3.3 和乐群

和乐群 (Holonomy Group) 是 Élie Cartan (1926) 首先引进的. 设 γ 是经过 p的分段光滑可缩
闭曲线, Pγ,p 是由沿 γ 的平行移动生成的 TpM 的等距自同构, 则 Pγ,p ∈ O(n). 定义 p处的和乐
群为

Holp =
{
Pγ,p

∣∣ γ为经过 p的分段光滑闭曲线
}
,

则 Holp ⊂ O(n). 定义 p处的限制和乐群为

Hol0p =
{
Pγ,p

∣∣ γ为经过 p的可缩的分段光滑闭曲线
}
,

对于不同基点, 有 Holp = ξ−1Holq ξ, 其中 ξ 为从 p 到 q 的平行移动. 因此和乐群与基点选取无
关. 若M 单连通, 则 Hol0 = Hol.
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3.3 和乐群

定理 3.3 (Berger分类定理)

♥

设 (M, g) 是单连通、不可约 (局部上不是乘积黎曼流形)、非局部对称的黎曼流形, 则
Hol(M, g)只有以下可能:

Hol dimM Type of manifold Properties
SO(n) n Orientable manifold —
U(n) 2n Kähler manifold Kähler
SU(n) 2n Calabi–Yau manifold Ricci-flat, Kähler
Sp(n) · Sp(1) 4n (n ≥ 2) Quaternion-Kähler manifold Einstein
Sp(n) 4n Hyperkähler manifold Ricci-flat, Kähler
G2 7 G2 manifold Ricci-flat
Spin(7) 8 Spin(7) manifold Ricci-flat

表 3.1: Berger’s classification of holonomy groups

和乐群的“无穷小生成元”——曲率.
例 3.1 欧氏空间的 Hol = {1}. n维标准球面的和乐群是 SO(n). n维双曲空间的和乐群呢?
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第 4章 曲率

4.1 曲率张量

设 (M, g) 为黎曼流形, ∇ 为 Levi-Civita 联络. 对向量场求二阶导数: ∇X ∈ Γ (⊗1,1TM),
∇2X ∈ Γ (⊗1,2TM).

∇X(α, Y ) = α(∇YX).

∇2X(α, Y, Z) = Zα(∇YX)− (∇Zα)(∇YX)− α(∇∇ZYX)

= Zα(∇YX)− (Zα(∇YX)− α(∇Z∇YX))− α(∇∇ZYX)

= α (∇Z∇YX −∇∇ZYX) .

∇2
Y,ZX = ∇Z∇YX −∇∇ZYX.

∇2X 是否对称? 若联络无挠, 有
∇2
Y,ZX −∇2

Z,YX = ∇Z∇YX −∇Y∇ZX −∇[Z,Y ]X

≜ [∇Z ,∇Y ]X −∇[Z,Y ]X.

类比挠率,

定义 4.1 (曲率张量)

♣

定义曲率张量R为

R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

注 易见曲率张量关于 X 和 Y 是函数线性的, 实际上关于 Z 也是函数线性的. 可以直接验证
(自行完成), 也可以通过第一 Bianchi恒等式:

命题 4.1 (第一 Bianchi恒等式)

♠R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.

证明 , ∇XY −∇YX = [X,Y ],

R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y

=∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z +∇Y∇ZX −∇Z∇YX −∇[Y,Z]X

+∇Z∇XY −∇X∇ZY −∇[Z,X]Y

=∇X [Y, Z] +∇Y [Z,X] +∇Z [X,Y ]−∇[X,Y ]Z −∇[Y,Z]Z −∇[Z,X]Y

=[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

Jacobi .
根据第一 Bianchi 恒等式, 有

R(X,Y )Z = −R(Y, Z)X −R(Z,X)Y,

易见右边关于 Z 是函数线性的, 从而 R(X,Y )Z 关于 Z 也是函数线性的.



4.2 三种曲率

R(·, ·)· 是 (1, 3) 型张量场. 局部上, 设

R = Rl
ijk

∂

∂xl
⊗ dxi ⊗ dxj ⊗ dxk,

计算可得

Rl
ijk = dxl

(
R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk

)
= dxl

(
∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
−∇ ∂

∂xj
∇ ∂

∂xi

∂

∂xk

)
= dxl

(
∇ ∂

∂xi

(
Γmjk

∂

∂xm

)
−∇ ∂

∂xj

(
Γmik

∂

∂xm

))
=

∂

∂xi
Γljk −

∂

∂xj
Γlik + ΓmjkΓ

l
im − ΓmikΓ

l
jm.

令 R(X,Y, Z,W ) = 〈R(X,Y )Z,W 〉g, 则 R(·, ·, ·, ·) 是一个 (0, 4) 型的张量场. 设

R = Rijkldx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl.

计算可得

Rijkl =

〈
∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
,
∂

∂xl

〉
−
〈
∇ ∂

∂xj
∇ ∂

∂xi

∂

∂xk
,
∂

∂xl

〉
=

∂

∂xi

〈
∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
,
∂

∂xl

〉
−
〈
∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
,∇ ∂

∂xi

∂

∂xl

〉
− ∂

∂xj

〈
∇ ∂

∂xi

∂

∂xk
,
∂

∂xl

〉
+

〈
∇ ∂

∂xi

∂

∂xk
,∇ ∂

∂xj

∂

∂xl

〉
.

因为 〈
∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
,
∂

∂xl

〉
=

1

2

(
∂glj
∂xk

+
∂glk
∂xj

− ∂gjk
∂xl

)
,

所以

Rijkl =
1

2

(
∂2gik
∂xj∂xl

+
∂2gjl
∂xi∂xk

− ∂2gil
∂xj∂xk

− ∂2gjk
∂xi∂xl

)
+ grs

(
ΓrikΓ

s
jl − ΓrilΓ

s
jk

)
. (4.1)

命题 4.2 (曲率张量的对称性)

♠

1. 第一 Bianchi恒等式:

R(X,Y, Z,W ) + R(Y, Z,X,W ) + R(Z,X, Y,W ) = 0.

2. 反对称性:

R(X,Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ), R(X,Y, Z,W ) = −R(X,Y,W,Z).

3. 对称性:
R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ).

注由曲率张量的反对称性, 曲率张量可以视为 End(∧2TM) 的截面:
〈R(X ∧ Y ), Z ∧W 〉 ≜ R(X,Y, Z,W ).

其中度量以自然方式延拓到 ∧2TM 上. R 称为曲率算子. 由对称性, 可知 R 是对称的.
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4.2 三种曲率

4.2 三种曲率

定义 4.2

♣

设 Π为 TpM 的一个二维子空间,取其一组基 X,Y ,定义截面曲率为

K(Π) =
R(Y,X,X, Y )

|X ∧ Y |2
,

其中, |X ∧ Y |2 = |X|2|Y |2 − 〈X,Y 〉2.

注 K(Π) 与基的选取无关. 选另一组基 Z,W , 设 Z = aX + bY,W = cX + dY ,

∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ 6= 0. 计

算可得
|Z ∧W |2 = (ad− bc)2|X ∧ Y |2,

R(W,Z,Z,W ) = (ad− bc)2R(Y,X,X, Y ).

于是,
R(W,Z,Z,W )

|Z ∧W |2
=
R(Y,X,X, Y )

|X ∧ Y |2
.

定义 4.3 (Ricci曲率)

♣对曲率张量的 2, 3 (或 1, 4)位置关于 g求迹,得到 Ricci曲率Ric.

由于曲率张量的对称性, Ricci 曲率是对称的二阶协变张量场. 在局部坐标系下, 设 Ric =

Rijdx
idxj , 则

Rij = gklRiklj = gklRkijl.

设 {ei}ni=1 是一组标准正交基, 对任意向量场 X , Y , 有

Ric(X,Y ) =
n∑
i=1

R(X, ei, ei, Y ) =
n∑
i=1

R(ei, X, Y, ei).

特别地, 我们得到 Ric(e1, e1) =
n∑
i=2

R(ei, e1, e1, ei) 是 n− 1 个截面曲率之和.

定义 4.4 (数量曲率)

♣定义数量曲率为 S := trg Ric.

在局部坐标系下, S = gijRij = gijgklRiklj . 取一组标准正交基 {ei}ni=1, 则有

S =
∑
i, j

R(ei, ej, ej, ei),

为 n(n− 1) 个截面曲率之和.

定义 4.5 (Einstein流形)

♣我们称 (M, g)是一个 Einstein流形,若存在常数 λ,使 Ricg = λg.

方程两边关于 g 取迹, 得 S = nλ, 因此 S 为常数.
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4.3 一些典型例子

注 Einstein 场方程 (n ≥ 3):
Ric− 1

2
Sg + Λg = cT.

其中, Ric− 1
2
Sg 被称为 Eintein张量, Λ 是宇宙常数, c为常数, T 为能动张量, 由物质分布决定.

若 T ≡ 0, 对等式两边关于 g 求迹得 (
1− n

2

)
S + nΛ = 0.

再代入方程得

Ric =
2Λ

n− 2
g.

这也是 Einstein 流形得名的原因.

4.3 一些典型例子

例 4.1 欧氏空间 Γkij ≡ 0, 则 R ≡ 0.

例 4.2 双曲空间上半空间模型 度量 g =
1

(xn)2
((dx1)2 + · · · + (dxn)2). 因为 gij =

1

(xn)2
δij ,

gij = (xn)2δij , 计算可得

Γkij =
1

2
gkm

(
∂gim
∂xj

+
∂gjm
∂xi

− ∂gij
∂xm

)
=

1

2
(xn)2

(
∂gik
∂xj

+
∂gjk
∂xi

− ∂gij
∂xk

)
= (xn)−1 (−δikδjn − δkjδin + δijδkn) ,

∂2gij
∂xk∂xl

= 6(xn)−4δknδij.

于是
Rijkl = (xn)−4(δikδjl − δilδjk) = −(gilgjk − gikgjl).

进而得到截面曲率为 −1, Ric = −(n− 1)g, S = −n(n− 1).
例 4.3 球面 考虑 i : Sn ↪→ (Rn+1, gE), 度量 g = i∗gE . 用 ∇̄ 表示 (Rn+1, gE) 的黎曼联络, 用 ~x表
示球面的位置向量. 若 X,Y 为球面的切向量场, 则有 〈X,~x〉 = 0, 〈Y, ~x〉 = 0. 又

∇̄X~x = (X(x1), · · · , X(xn)) = X,

从而
〈∇̄XY, ~x〉 = X〈Y, ~x〉 − 〈Y, ∇̄X~x〉 = −〈X,Y 〉.

于是,
∇XY = ∇̄XY + 〈X,Y 〉~x.

计算可得

∇Y∇XZ = ∇̄Y∇XZ + 〈Y,∇XZ〉~x

= ∇̄Y ∇̄XZ + ∇̄Y (〈X,Z〉~x) + 〈Y,∇XZ〉~x

= ∇̄Y ∇̄XZ + Y 〈X,Z〉~x+ 〈X,Z〉Y + 〈Y,∇XZ〉~x,
同理, 有

∇X∇YZ = ∇̄X∇̄YZ +X〈Y, Z〉~x+ 〈Y, Z〉X + 〈X,∇YZ〉~x,
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4.4 子流形的曲率

又因为
∇[X,Y ]Z = ∇̄[X,Y ]Z + 〈[X,Y ], Z〉~x,

所以
R(X,Y )Z = R̄(X,Y )Z + 〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y,

进而
R(X,Y, Z,W ) = 〈Y, Z〉〈X,W 〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉.

于是可得球面标准度量截面曲率恒为 1, Ric = (n− 1)g, S = n(n− 1).

命题 4.3

♠

若一个度量的截面曲率为常数 c,则

R(X,Y, Z,W ) = c(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉).

� 练习 4.1 证明上面命题.
� 练习 4.2 证明 3 维 Einstein 流形的截面曲率为常数.

4.4 子流形的曲率

设 (M̄, ḡ) 是黎曼流形, 联络和曲率分别记为 ∇̄ 和 R̄. 设M 是 M̄ 的嵌入子流形, 诱导度量,
联络和曲率分别记为 g, ∇ 和 R. 设 X , Y , Z, W 为M 上向量场. 由第二基本形式的定义, 有

∇̄YZ = ∇YZ + II(Y, Z).

对等式两边再求一次协变导数, 有
∇̄X∇̄YZ = ∇̄X∇YZ + ∇̄X (II(Y, Z))

= ∇X∇YZ + II(X,∇YZ) + ∇̄X (II(Y, Z)) .

同理可得

∇̄Y ∇̄XZ = ∇̄Y∇XZ + ∇̄Y (II(X,Z))

= ∇Y∇XZ + II(Y,∇XZ) + ∇̄Y (II(X,Z)) .

还有
∇̄[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z + II([X,Y ], Z).

联合以上三式, 得
R̄(X,Y )Z =R(X,Y )Z + ∇̄X (II(Y, Z))− ∇̄Y (II(X,Z))

+ II(X,∇YZ)− II(Y,∇XZ)− II([X,Y ], Z).
(4.2)

将(4.2)式两端与W 做内积, 得
R̄(X,Y, Z,W ) = R(X,Y, Z,W ) +

〈
∇̄X (II(Y, Z)) ,W

〉
−
〈
∇̄Y (II(X,Z)) ,W

〉
.

注意 〈
∇̄X (II(Y, Z)) ,W

〉
= X 〈II(Y, Z),W 〉 −

〈
II(Y, Z), ∇̄XW

〉
= −〈II(Y, Z), II(X,W )〉 .

22



4.5 第二 Bianchi恒等式与 Shur定理

同理, 〈
∇̄Y (II(X,Z)) ,W

〉
= −〈II(X,Z), II(Y,W )〉 .

因此有

R(X,Y, Z,W ) = R̄(X,Y, Z,W ) + 〈II(Y, Z), II(X,W )〉 − 〈II(X,Z), II(Y,W )〉 .
上式被称为 Gauss方程.

考虑(4.2)的法向投影, 有
⊥R̄(X,Y )Z =⊥∇̄X (II(Y, Z))−⊥∇̄Y (II(X,Z))

+ II(X,∇YZ)− II(Y,∇XZ)− II([X,Y ], Z).

上式称为 Codazzi方程.
若M 是 M̄ 的超曲面, 且法丛平凡, 则可以取一个单位法向量场 ν. 有 II(X,Y ) =

〈
∇̄XY, ν

〉
ν.

令 IIν(X,Y ) =
〈
∇̄XY, ν

〉
, 则 Gauss 方程可以写成

R(X,Y, Z,W ) = R̄(X,Y, Z,W ) + IIν(Y, Z) · IIν(X,W )− IIν(X,Z) · IIν(Y,W ).

注意
∇̄X (II(Y, Z)) = (X IIν(Y, Z)) ν + IIν(Y, Z)∇Xν.

只考虑法向分量, 有
⊥∇̄X (II(Y, Z)) = (X IIν(Y, Z)) ν.

再注意到
(∇X IIν)(Y, Z) = X IIν(Y, Z)− IIν(∇XY, Z)− IIν(Y,∇XZ).

因此, Codazzi 方程可以简化为

⊥R̄(X,Y )Z = [(∇X IIν)(Y, Z)− (∇Y IIν)(X,Z)] ν.

当 (M̄, ḡ) 为 (Rn+1, gE) 时, Gauss 方程变为

R(X,Y, Z,W ) = IIν(Y, Z) · IIν(X,W )− IIν(X,Z) · IIν(Y,W ).

Codazzi 方程变为
(∇X IIν)(Y, Z) = (∇Y IIν)(X,Z).

即, ∇ IIν 是全对称 (0, 3) 张量场.

4.5 第二 Bianchi恒等式与 Shur定理

命题 4.4 (第二 Bianchi恒等式)

♠(∇XR)(Y, Z)W + (∇YR)(Z,X)W + (∇ZR)(X,Y )W = 0.

证明 ,
(∇XR)(Y, Z)W + (∇YR)(Z,X)W + (∇ZR)(X,Y )W

=∇X(R(Y, Z)W )−R(∇XY, Z)W −R(Y,∇XZ)W −R(Y, Z)∇XW

+∇Y (R(Z,X)W )−R(∇YZ,X)W −R(Z,∇YX)W −R(Z,X)∇YW

+∇Z(R(X,Y )W )−R(∇ZX,Y )W −R(X,∇ZY )W −R(X,Y )∇ZW.
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4.5 第二 Bianchi恒等式与 Shur定理

, :
−R(∇XY, Z)W −R(Y,∇XZ)W −R(∇YZ,X)W

−R(Z,∇YX)W −R(∇ZX,Y )W −R(X,∇ZY )W

= −R([X,Y ], Z)W −R([Y, Z], X)W −R([Z,X], Y )W.

,
∇X(R(Y, Z)W ) +∇Y (R(Z,X)W ) +∇Z(R(X,Y )W )

=∇X∇Y∇ZW −∇X∇Z∇YW −∇X∇[Y,Z]W

+∇Y∇Z∇XW −∇Y∇X∇ZW −∇Y∇[Z,X]W

+∇Z∇X∇YW −∇Z∇Y∇XW −∇Z∇[X,Y ]W.

(4.3)

,
−R(Y, Z)∇XW −R(Z,X)∇YW −R(X,Y )∇ZW

= −∇Y∇Z∇XW +∇Z∇Y∇XW +∇[Y,Z]∇XW

−∇Z∇X∇YW +∇X∇Z∇YW +∇[Z,X]∇YW

−∇X∇Y∇ZW +∇Y∇X∇ZW +∇[X,Y ]∇ZW

(4.4)

(4.3) (4.4) ,
−∇X∇[Y,Z]W −∇Y∇[Z,X]W −∇Z∇[X,Y ]W

+∇[Y,Z]∇XW +∇[Z,X]∇YW +∇[X,Y ]∇ZW

, Jacobi ,
∇[X,[Y,Z]]W +∇[Y,[Z,X]]W +∇[Z,[X,Y ]]W = 0.

.
注注意

∇R(X,Y, Z,W, V ) = (∇VR)(X,Y, Z,W )

=V R(X,Y, Z,W )−R(∇VX,Y, Z,W )−R(X,∇V Y, Z,W )

−R(X,Y,∇VZ,W )−R(X,Y, Z,∇VW )

= 〈∇V (R(X,Y )Z),W 〉 − R(∇VX,Y, Z,W )

−R(X,∇V Y, Z,W )−R(X,Y,∇VZ,W )

= 〈(∇VR)(X,Y )Z,W 〉,
可得第二 Bianchi 恒等式的另一种形式

∇R(X,Y, Z,W, V ) +∇R(Y, V, Z,W,X) +∇R(V,X,Z,W, Y ) = 0.

在局部上, 令 ∇R = Rijkl,hdx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl ⊗ dxh, 则
Rijkl,h +Rijlh,k +Rijhk,l = 0.

接下来, 用第二 Bianchi 恒等式证明如下 Shur 定理.
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4.6 Ricci恒等式

定理 4.1 ( Shur定理)

♥设 (M, g)为 n维黎曼流形 (n ≥ 3). 若存在光滑函数 f ,使得 Ric = fg,则 f 为常数.

证明 , ,
S = gijgklRiklj .

∂
∂xm

,
Sm = gijgklRiklj,m.

Bianchi ,

Sm = −gijgklRikjm,l − gijgklRikml,j = 2gijRmi,j .

∇S = divRic .

Rij = f(x)gij , f(x) =
S

n
,

Rij =
S

n
gij, Rmi,j =

1

n
Sjgmi,

Sm = 2gijRmi,j =
2

n
gijSjgmi =

2

n
Sm,

∇S ≡ 0, S .

4.6 Ricci恒等式

设 (M, g) 为黎曼流形, 黎曼联络为 ∇. 设 f ∈ C∞(M). 已知

∇2f(X,Y ) = Y Xf − (∇YX)f = XY f − (∇XY )f = ∇2f(Y,X).

即 ∇2f(·, ·) 是对称的. 那么, ∇3f(·, ·, ·) 呢? 计算可得

∇3f(X,Y, Z) = Z∇2f(X,Y )−∇2f(∇ZX,Y )−∇2f(X,∇ZY )

= Z〈X,∇Y∇f〉 − 〈∇ZX,∇Y∇f〉 − 〈X,∇∇ZY∇f〉

= 〈X,∇Z∇Y∇f −∇∇ZY∇f〉,
同理可得

∇3f(X,Z, Y ) = 〈X,∇Y∇Z∇f −∇∇Y Z∇f〉,

于是,
∇3f(X,Y, Z)−∇3f(X,Z, Y ) = 〈X,R(Z, Y )∇f〉 = R(Y, Z,X,∇f).

考虑 (1, 1) 型张量 T , 计算可得

∇T (ω,X, Y ) = Y T (ω,X)− T (∇Y ω,X)− T (ω,∇YX),
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4.6 Ricci恒等式

∇2T (ω,X, Y, Z) = Z∇T (ω,X, Y )−∇T (∇Zω,X, Y )−∇T (ω,∇ZX,Y )−∇T (ω,X,∇ZY )

= ZY T (ω,X)− ZT (∇Y ω,X)− ZT (ω,∇YX)

− Y T (∇Zω,X) + T (∇Y∇Zω,X) + T (∇Zω,∇YX)

− Y T (ω,∇ZX) + T (∇Y ω,∇ZX) + T (ω,∇Y∇ZX)

− (∇ZY )T (ω,X) + T (∇∇ZY ω,X) + T (ω,∇∇ZYX).

进而可得,
∇2T (ω,X, Y, Z)−∇2T (ω,X,Z, Y )

=T (∇Y∇Zω −∇Z∇Y ω −∇[Y,Z]ω,X) + T (ω,R(Y, Z)X)

=T (R(Y, Z)ω,X) + T (ω,R(Y, Z)X).

其中, 我们将 ∇Y∇Zω −∇Z∇Y ω −∇[Y,Z]ω 记成了 R(Y, Z)ω. 将上述结果推广, 我们得到

∇2T (ω1, · · · , ωr, X1, · · · , Xs, Y, Z)−∇2T (ω1, · · · , ωr, X1, · · · , Xs, Z, Y )

=
r∑
i=1

T (ω1, · · · , R(Y, Z)ωi, · · · , ωr, X1, · · · , Xs)

+
s∑
j=1

T (ω1, · · · , ωr, X1, · · · , R(Y, Z)Xj, · · · , Xs)

≜R(Z, Y )T (ω1, · · · , ωr, X1, · · · , Xs).

有
∇(T ⊗K) = (∇T )⊗K + T ⊗ (∇K),

∇2(T ⊗K) = (∇2T )⊗K + T ⊗ (∇2K) + 2(∇T )⊗ (∇K),

因此
R(Y, Z)(T ⊗K) = (R(Y, Z)T )⊗K + T ⊗ (R(Y, Z)K).

有

0 = R(Y, Z)(ω(X)) = R(Y, Z)(tr(ω ⊗X)) = tr(R(Y, Z)(ω ⊗X))

= tr[(R(Y, Z)ω)⊗X + ω ⊗ (R(Y, Z)X)] = (R(Y, Z)ω)(X) + ω(R(Y, Z)X).

于是 (R(Y, Z)ω)(X) = −ω(R(Y, Z)X).
在局部坐标系下,(

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
dxk
)(

∂

∂xl

)
= −dxk

(
Rs
ijl

∂

∂xs

)
= −Rk

ijl,

于是,

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
dxk = −Rk

ijldx
l.

在局部坐标系之下,

T = T i1,··· ,irj1,··· ,js
∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ,

∇2T = T i1,··· ,irj1,··· ,js,kl
∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ⊗ dxk ⊗ dxl,
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4.6 Ricci恒等式

我们可以得到 Ricci恒等式:

T i1,··· ,irj1,··· ,js,kl − T i1,··· ,irj1,··· ,js,lk = −
r∑
p=1

T
i1,··· ,ip−1,i,ip+1,··· ,ir
j1,··· ,js R

ip
kli +

s∑
q=1

T i1,··· ,irj1,··· ,jq−1,j,jq+1,··· ,jsR
j
kljq

.

� 练习 4.3 设 (M, g) 是黎曼流形, f ∈ C∞(M). 证明:
1

2
∆|∇f |2 =

∣∣∇2f
∣∣2 + | 〈∇∆f,∇f〉+Ric(∇f,∇f).
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第 5章 测地线

5.1 测地线的定义

动机: 设 (M, g) 为黎曼流形, 设 σ : [a, b] →M 为分段光滑曲线. 可以定义曲线长度为

L(σ) =

∫ b

a

√
〈σ̇(t), σ̇(t)〉 dt.

自然的问题是: 如何定义黎曼流形两点间距离? 两点间距离是否能被一条连接这两点的光滑
曲线的长度实现? 若能实现的话, 这样的曲线应该被称为“最短线”. “最短线”满足何种性质? 与
我们的章名“测地线”有何联系?

定义 5.1

♣

从曲线长度出发,在黎曼流形 (M, g)上定义距离: ∀p, q ∈M ,

d(p, q) = inf
{
L(σ)

∣∣ σ是连接 p, q的分段光滑曲线
}
.

距离要满足以下三个条件:
(1) 正定性: 非负性显然
(2) 对称性: 显然
(3) 三角不等式: 显然

正定性: 当 p 6= q 时, 证明 d(p, q) > 0.
证明 p (U, {xi}ni=1), xi(p) = 0 (1 ≤ i ≤ n). δ > 0

q /∈ Bδ(p) =
{
y ∈ U

∣∣|x(y)| ≤ δ
}

. g0 =
∑n

i=1(dx
i)2, Bδ(p) , λ > 0 g ≥ λ2g0.

σ p, q , σ ∂Bδ(p) s, p s σ1, Lg(σ) ≥ Lg(σ1),

Lg(σ1) ≥ λLg0(σ1) = λδ.

σ , d(p, q) ≥ λδ > 0.

另一方面: 在任一点 p的一个小坐标邻域 Br 内, ∃Λ > 0 使得

g ≤ Λ2g0.

所以, Br 内任意两点 y, z 间的距离

d(y, z) ≤ Λ|x(y)− x(z)|.
这个距离给出的拓扑与流形本身的拓扑一致.

定义 5.2 (最短线)

♣

给定 p, q ∈ M ,若存在连接 p和 q的分段光滑的曲线 σ,使得 d(p, q) = L(σ),则称 σ为连

接 p和 q的一条最短线.

注仅从定义看, 连接两点的最短线不一定存在, 也不一定唯一.
例 5.1欧氏空间 直线段.
例 5.2双曲空间 H2 =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ y > 0
}

, g−1 =
1

y2
(
dx2 + dy2

)
.



5.1 测地线的定义

先考虑一种简单的情况, p(0, y1), q = (0, y2). 记 σ(t) = (x(t), y(t)). 则

L(σ) =

∫ b

a

|σ̇(t)| dt =
∫ b

a

1

y(t)

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2 dt

≥
∫ b

a

|ẏ(t)|
y(t)

dt ≥
∣∣∣∣∫ b

a

ẏ(t)

y(t)
dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ln y(b)y(a)

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣y2y1
∣∣∣∣ .

H2 上分式线性变换保持 g−1 不变. 根据分式线性变换的性质, (H2, g−1) 上连接任意两点的
最短线存在, 要么是垂直于实轴的直线, 要么是两端垂直于实轴的圆弧.
例 5.3 R2 \ {0} 中, (−1,−1) 与 (1, 1) 之间无最短线相连.

最短线的存在性需要黎曼流形满足额外的条件, 这点后面再讲. 先看最短线存在的必要条
件. 设 σ : [a, b] →M 为分段光滑曲线, 且

L(σ) = d (σ(a), σ(b)) .

为了简便, 重新参数化, 令

t̃ =

∫ t

a

|σ̇(s)| ds.

即 t̃为弧长参数, σ̃ : [a, b] →M ,
∣∣σ̃′(t̃)

∣∣ ≡ 1, ∀ t̃ ∈ [0, L(σ)]. 为了简便, 省去 ∼, 仍记作 σ, t.
由三角不等式,

L(σ|[t1,t2]) = |t1 − t2|, ∀t1, t2 ∈ [0, L(σ)]

因此可以逐段考虑, 不妨进一步假设 σ 包含在某个坐标邻域 U 内且光滑. 在局部坐标映射
下, U 可视为 Rn 中开集. 在 U 中沿着 σ 取光滑向量场 V , 使得 V (0) = 0, V (L) = 0, 考虑映射

γ : [0, L]× (−ε, ε) → U,

γ(t, s) 7→ σ(t) + sV (t).

其中, ε为充分小的正数. 对每个固定的 s, γs(t) = γ(t, s) 是连接 σ(0) 和 σ(L) 的光滑曲线, 其长
度记为 L(s). 由

L(s) = L(γs) ≥ d (σ(0), σ(L)) = L(σ),

可知 s = 0 为 L(s) 的最小值点, 于是 L′(0) = 0. 下面计算 L′.

L′(s) =
d

ds

∫ L

0

|γ̇s(t)| dt

=

∫ L

0

d

ds

√
〈γ̇s(t), γ̇s(t)〉 dt

=

∫ L

0

1

|γ̇s(t)|

〈
∇ ∂γs(t)

∂s

∂γs(t)

∂t
,
∂γs(t)

∂t

〉
dt

=

∫ L

0

1

|γ̇s(t)|

〈
∇ ∂γs(t)

∂t

∂γs(t)

∂s
,
∂γs(t)

∂t

〉
dt.

其中, 最后的等号用到了 [
∂γs
∂s

,
∂γs
∂t

]
= γ∗

([
∂

∂s
,
∂

∂t

])
= 0.
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5.1 测地线的定义

当 s = 0 时, |γ̇s(t)| ≡ 1, 因此

L′(0) =

∫ L

0

〈
∇σ̇(t)V (t), σ̇(t)

〉
dt

=

∫ L

0

d

dt
〈V (t), σ̇(t)〉 dt−

∫ L

0

〈
V (t),∇σ̇(t)σ̇(t)

〉
dt

= 〈V (t), σ̇(t)〉
∣∣L
0
−
∫ L

0

〈
V (t),∇σ̇(t)σ̇(t)

〉
dt.

上式被称为弧长的第一变分公式. 由于 V (0) = V (L) = 0,

0 = L′(0) = −
∫ L

0

〈
V (t),∇σ̇(t)σ̇(t)

〉
dt.

取 V (t) = t(L− t)∇σ̇(t)σ̇(t) 代入, 得∫ L

0

t(L− t)|∇σ̇(t)σ̇(t)|2 dt = 0.

则可得到下面的测地线方程:
∇σ̇(t)σ̇(t) = 0.

满足这样方程的曲线称为测地线. 在局部坐标系 {xi}ni=1 下, 记 σ(t) = (x1(t), · · · , xn(t)), 则

σ′(t) =
n∑
i=1

ẋi(t)
∂

∂xi
.

测地线方程:
ẍk(t) + Γkij(σ(t))ẋ

i(t)ẋj(t) = 0, k = 1, · · · , n.

测地线的定义中蕴含 |σ̇(t)| ≡ c, 因为
d

dt
〈σ̇(t), σ̇(t)〉 = 2

〈
∇σ̇(t)σ̇(t), σ̇(t)

〉
= 0.

以弧长为参数的测地线称为正规测地线.
例 5.4 (欧氏空间) 由测地线方程

0 = ∇σ̇(t)σ̇(t) = σ̈(t)

解得
σ(t) = at+ b.

例 5.5 (标准球面) 由测地线方程

0 = ∇σ̇(t)σ̇(t) =
(
∇̄σ̇(t)σ̇(t)

)⊤
=
(
σ̈(t)

)⊤
,

可得
σ̈(t) = λ(t)σ(t).

又有
λ(t) = 〈σ̈(t), σ(t)〉 = 〈σ̇(t), σ(t)〉′ − 〈σ̇(t), σ̇(t)〉 = −c.

因此
σ̈(t) = −cσ(t).

解得

σ(t) = cos(ct)σ(0) +
1

c
sin(ct)σ̇(0).
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5.2 指数映射

故 Sn 中测地线为大圆弧, 其中劣弧为最短线, 优弧非最短线.
测地线方程为二阶常微分方程组, 任给 p ∈ M , v ∈ TpM , 存在 ε > 0 及测地线 σ : [0, ε) →

M , 使得 σ(0) = p, σ̇(0) = v, 根据常微分方程组解关于初值的连续依赖性, 有

命题 5.1

♠

任给 p ∈ M ,存在 p的一个开邻域 U 及正数 λ,使得对任意 q ∈ U , w ∈ TqM ,当 |w| ≤ λ

时,存在唯一的测地线 σ : [0, 1] →M ,使得 σq,w(0) = q, σ̇q,w(0) = w.

5.2 指数映射

记 Bp(λ) = {v ∈ TpM
∣∣|v| < λ}. 对于充分小的 λ, 定义映射

expp : Bp(λ) →M, v 7→ σp,v(1).

expp 称为 p处的指数映射. 更一般地, 令
U =

{
(q, w) ∈ TM

∣∣ q ∈ U, |w| < λ
}
,

则 U 为 TM 中的开集. 由命题5.1, 对于充分小的 U , 可以考虑指数映射

exp : U →M, (q, w) 7→ σq,w(1) = expq(w).

测地线方程的解光滑依赖初始条件, 所以 expp 和 exp 都是光滑映射.

引理 5.1

♥

设 (M, g)为黎曼流形,则以下陈述成立:
(1) 在 0 ∈ TpM 处,切映射 (expp)∗0 : TpM → TpM 为恒同. (将 T0(TpM)与 TpM 视为等

同).
(2) 任给紧集 K ⊂M ,存在 ε > 0,使得 expp : Bp(ε) →M 对于每个 p ∈ K 为嵌入.

证明
(1) , expp p. v ∈ TpM , ξ(t) = tv, ξ(t) 0 TpM

, v,

(expp)∗0(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(ξ(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

expp(tv).

, σ p , σ̇(0) = v. t , τ(s) = σv(ts)

τ(0) = p, τ̇(0) = tσ̇(0) = tv

, expp(tv) = τ(1) = σ(t),

(expp)∗0(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

σ(t) = v,

(expp)∗0 .
(2) K , : p ∈ M , ε > 0, p W ,

expq : Bq(ε) →M q ∈ W . .
E : U →M ×M , (q, w) →

(
q, expq w

)
, (1)

E∗(p,0) : T(p, 0)U → T(p, p)(M ×M) = TpM ⊕ TpM
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5.2 指数映射

. E , (p, 0) TM W , E W
(p, p) M ×M . , p M W ,

W ×W ⊂ E(W). ε,
{
(q, w)

∣∣ q ∈ W, |w| < ε
}
⊂ W ,

q ∈ W , expq : Bq(ε) →M .

注 从证明中可以看出, 存在 p的开邻域 Ω, 使得

Ω× Ω ⊂ E
({

(q, w)
∣∣ q ∈ W, |w| < ε

})
.

此时, 任取 q1, q2 ∈ Ω, 存在唯一的 w ∈ Bq1(ε), 使得

q2 = expq1(w),

即 q1 与 q2 可以用长度小于 ε的测地线相连.
设 δ > 0 使得 expp : Bp(δ) → exp(Bp(δ)) 为微分同胚. 设 v ∈ Bp(δ), 则 ξ(t) = tv 为 Bp(δ)

中径向线段, σ(t) = expp(tv) 为从 p出发的径向测地线. 径向测地线必为最短线.

命题 5.2

♠

设 (M, g)为黎曼流形.
(1) 设 expp : Bp(δ) → exp(Bp(δ))为微分同胚,记 exp(Bp(δ))为Dδ(p). 设 P , Q ∈ Dδ(p),

σ为 Dδ(p)中的连接 P 和 Q的分段光滑曲线,则

L(σ) ≥
∣∣∣∣exp−1

p (P )
∣∣− ∣∣exp−1

p (Q)
∣∣∣∣ .

(2) 任给 q ∈ Dδ(p),有
∣∣exp−1

p (q)
∣∣ = d(p, q),即连接 p和 q的径向测地线为最短线.

证明 (1) σ . ξ(s) = exp−1
p (σ(s)), ξ(s) Bp(δ) ⊂ TpM exp−1

p (P )

exp−1
p (Q) .

γ : [0, 1]× [a, b] →M, (t, s) 7→ expp[tξ(s)].

s ∈ [a, b], γs(t) = γ(t, s) M p . L(s) = L(γs),
,

L′(s) =

∫ 1

0

1

|γ̇s(t)|

〈
∇ ∂γ

∂s

∂γ

∂t
,
∂γ

∂t

〉
dt

=
1

|ξ(s)|

∫ 1

0

〈
∇ ∂γ

∂t

∂γ

∂s
,
∂γ

∂t

〉
dt

=
1

|ξ(s)|

〈
∂γ

∂s
,
∂γ

∂t

〉 ∣∣∣∣1
0

− 1

|ξ(s)|

∫ 1

0

〈
∂γ

∂s
,∇ ∂γ

∂t

∂γ

∂t

〉
dt

=
1

|ξ(s)|
〈σ̇(s), γ̇s(1)〉

|γ̇s(1)| = |γ̇s(0)| = |ξ(s)|, , Cauchy ,
|L′(s)| ≤ |σ̇(s)|, ∀s ∈ [a, b].

,

L(σ) =

∫ b

a

|σ̇(s)| ds ≥
∫ b

a

|L′(s)| ds ≥
∣∣L(b)− L(a)

∣∣ = ∣∣| exp−1
p (P )| − | exp−1

p (Q)|
∣∣.

σ , σ = ∪ni=1σi, σi , Pi Pi+1, P1 = P , Pn+1 = Q.
L(σi) ≥

∣∣| exp−1
p (Pi)| − | exp−1

p (Pi+1)|
∣∣.

32



5.2 指数映射

L(σ) =
n∑
i=1

L(σi) ≥
n∑
i=1

∣∣| exp−1
p (Pi)| − | exp−1

p (Pi+1)|
∣∣ ≥ ∣∣∣∣exp−1

p (P )
∣∣− ∣∣exp−1

p (Q)
∣∣∣∣ .

(2) σ p q . σ Dδ(p), (1) L(σ) ≥
∣∣exp−1

p (q)
∣∣.

σ Dδ(p), σ ∂Dδ(p) , q′. σ p q′ σ1,
L(σ) ≥ L(σ1) ≥ δ ≥ | exp−1

p (q)|. , L(σ) ≥
∣∣exp−1

p (q)
∣∣, d ≥

∣∣exp−1
p (q)

∣∣.

p q
∣∣exp−1

p (q)
∣∣, .

由于指数映射的光滑性及 TpM 上的范数 | · | 在 TpM \ {0} 上的光滑性, 距离函数

dp : Dδ(p) → R, q 7→ d(p, q) =
∣∣exp−1

p (q)
∣∣

在 Dδ(p) \ {p} 上是光滑函数.
设 q ∈ Dδ(p) \ {p}, X ∈ TqM , 取经过 q 且包含于 Dδ(p) 的曲线, 使得 σ̇(0) = X . 由 (1) 中

计算可知,

(dp ◦ σ)′(0) =
1

| exp−1
p (q)|

〈σ̇(0), γ̇(1)〉 =
〈
X,

γ̇(1)

| exp−1
p (q)|

〉
.

其中 γ(t) = expp
(
t exp−1

p (q)
)
是连接 p, q 的径向测地线, 于是

∇dp(q) =
γ̇(1)

| exp−1
p (q)|

.

特别地, |∇dp(q)| = 1.

定义 5.3 (测地球)

♣

设 (M, g)为黎曼流形, p ∈M . 以 p为球心, r为半径的测地球定义为

Br(p) = {q ∈M | d(p, q) < r}.

测地球的边界 ∂Br(p)被称为测地球面,也常记作 Sr(p).
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5.3 完备性

注测地球的拓扑不一定是球. 若M 为紧致无边流形, 对于充分大的 r, Br(p) =M . 但对于充分
小的 r, 根据引理(5.1)和命题(5.2), Br(p) 微分同胚于 Bp(r). 由于 ∂Br(p) 为 dp 的 r 等值面, 且
|∇dp| = 1, ∇dp(q) 为 ∂Br(p) 在 q 处的单位外法向量场.

引理 5.2 (高斯引理)

♥径向测地线与小半径测地球面正交.

5.3 完备性

定义 5.4 (完备黎曼流形)

♣

设 (M, g) 为黎曼流形, d 为诱导距离. 若 (M,d) 是完备的 (即 Cauchy 列均收敛), 则称
(M, g)为完备黎曼流形.

引理 5.3

♥

设 (M, g)为完备黎曼流形,则以下陈述成立:
(1) M 中测地线均可向两端无限延伸,即测地线方程的解可以延拓至整个 R;
(2) 任给 p, q ∈M ,均存在最短测地线连接它们.

证明 (1) σ : (a, b) →M , (a, b) .
(a, b) = (−∞,+∞). , b < +∞.

d (σ(s), σ(t)) ≤ |s− t|
(M, g) , t → b , σ(t) → q ∈ M . 5.1 , ε > 0 q

U , p ∈ U , expp : Bp(ε) → M . t0 < b, |t0 − b| < ε/2,
γ(t0) ∈ U , τ : [0, ε) →M , τ(0) = γ(t0), τ̇(0) = γ̇(t0). , σ

(a, b+ ε/2), . b = +∞, (a, b) = (−∞,+∞).
(2) p,

R = sup
{
r
∣∣ d(p, q) < r , p, q

}
.

q p , p, q , R > 0. R = ∞. ,
R <∞.

d(p, q) = R , p, q. , d , p, q
γi ( ), i → ∞ , L(γi) ↘ R. i , qi = γi

(
R− 1

i

)
,

γ p qi γ̂i, γ qi q γ̌i,
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5.3 完备性

d(qi, q) ≤ L(γ̌i) = L(γi)− L(γ̂i) = L(γi)−
(
R− 1

i

)
→ 0.

, d(p, qi) ≤ R− 1
i
, p, qi σi ( ). σ̇i(0) TpM

, , σ̇i(0) , σ̇i(0) , σ̇i(0) → v.
(1), p σ : [0, R] → M , σ̇(0) = v.

, [0, R] , σi → σ. , σ(R) = limi→∞ σi(R). σi 1-Lipschitz
,

lim
i→∞

σi(R) = lim
i→∞

σi (d(p, qi)) = lim
i→∞

qi = q.

σ(R) = q, p, q. SR(p) ⊂ expp(Bp(R)). SR(p) .
(5.1) (5.2), ε > 0, x ∈ SR(p) , ∀y ∈ Bε(x),

x, y.

q ∈M , d(p, q) < R + ε. p, q. d(p, q) > R.
SR(p) , q′ ∈ SR(p), d (q, q′) = d(q, SR(p)).

: d(p, q) = d(p, q′) + d (q, SR(p)).
, p, q γ, γ(t0) ∈ SR(p),

L(γ) ≥ d (p, γ(t0)) + d (γ(t0), q) ≥ R + d (q, SR(p)) = R + d(q, q′).

d(p, q) ≥ R + d(q′, q) = d(p, q′) + d(q′, q) ≥ d(p, q).

“≥” “=”. , d(q′, q) = d(p, q) − R < ε. q, q′ τ .
p, q′ σ,

L(σ ∪ τ) = L(σ) + L(τ) = d(p, q′) + d(q′, q) = d(p, q).

σ ∪ τ , .

推论 5.1

♥设 (M, g)为完备黎曼流形,任给 p ∈M ,指数映射 expp : TpM →M 是满射.
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5.3 完备性

定理 5.1 (Hopf–Rinow)

♥

设 (M, g)为黎曼流形,则以下几条等价:
(1) (M, g)完备;
(2) 任给 p ∈M ,指数映射 expp定义在整个 TpM 上;
(3) 存在 p ∈M ,使得 expp定义在整个 TpM ;
(4) M 中的有界闭集是紧的 (Heine–Borel性质).

证明 (1) ⇒ (2): .
(2) ⇒ (3): .
(3) ⇒ (4): 5.3 (2) , ∀q ∈ M , p, q . , A

, k > 0,
A ⊂

{
q ∈M

∣∣ d(p, q) ≤ k
}
⊂ expp

({
w ∈ TpM

∣∣ |w| ≤ k
})
.

A , .
(4) ⇒ (1): {qi} Cauchy , {qi} M . , {qi} ,

, (M, g) .

推论 5.2

♥紧致无边黎曼流形是完备的.

应用: 若 G是紧 Lie 群, 则 exp : g → G是满射. 在 G上取双不变度量 g, 则 expge = exp.

推论 5.3

♥设M 上存在一个逆紧的 Lipschitz函数 f :M → R,则M 是完备的.

� 练习 5.1 证明推论5.3.
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第 6章 Jacobi场及其应用

思考: 完备黎曼流形上任意两点有最短测地线相连. 测地线在局部上是最短线, 在大范围
呢?

6.1 Jacobi场

例 6.1
(1) 欧式空间: 任意测地线都是最短线.
(2) 双曲空间: 任意测地线都是最短线.
(3) 标准球面: 长度超过 π 的测地线不是最短线.

启发:
临界点不一定是最小值点, 局部最小值 ⇒ Hessian 半正定 (有限维), 二次变分半正定 (无限

维).
前面结果中测地线局部最短的“局部”: 指数映射为微分同胚的像集内 ⇒ 考虑指数映射的

切映射.
设 (M, g) 为黎曼流形, p ∈ M , v, w ∈ TpM , 则 ξ(s) = v + sw 是 TpM 中从 v 出发的曲线,

ξ̇(s) = w. 由切映射的定义,

(expp)∗v(w) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

expp(ξ(s)) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

expp(v + sw).

若 w = λv, 记 γ(t) = expp(tv), 则 expp(v + sw) = expp((1 + λs)v) = γ(1 + λs).

(expp)∗v(w) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

γ(1 + λs) = λγ̇(1).

即沿着径向 d expp 是保长的.
另一种看法: expp(ξ(s)) 为一族测地线的终点, 考虑这一族测地线的变分向量场. 令

γ : [0, 1]× [0, ε] →M, (t, s) → expp[t(ξ(s))].

记 T (t, s) = ∂γ
∂t

, U(t, s) = ∂γ
∂s

, 则

∇TU −∇UT = [T, U ] = γ∗
([ ∂
∂s
,
∂

∂t

])
.

再记 U(t) = U(t, 0), 则
(expp)∗v(w) = U(1).

U 称为 Jacobi场, 接下来看 U(t) 关于 t的变化规律. 记 U̇ = ∇γ̇U , Ü = ∇γ̇∇γ̇U .

命题 6.1

♠

U(t)满足以下方程及初始条件:

Ü(t)−R (γ̇(t), U(t)) γ̇(t) = 0, U(0) = 0, U̇(0) = w.

证明 γ(0, s) ≡ p U(0, s) = ∂γ
∂s
(0, s) = 0. , U(0) = 0.

U̇(0) = ∇TU |(0,0) = ∇UT |(0,0) =
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

ξ(s) = w.



6.1 Jacobi场

s, γs(t) = γ(t, s) , ∇TT = 0.
∇T∇TU = ∇T∇UT = ∇T∇UT −∇U∇TT −∇[T,U ]T = R(T, U)T.

γ ,
Ü(t)−R (γ̇(t), U(t)) γ̇(t) = 0.

Jacobi , .
注∇UT |(0,0) 是关于曲线 γ 的拉回丛 γ∗TM 的诱导联络. 具体内容参见梅加强《黎曼几何》1.1
节“几何的基本概念”.

设 U(t) 是沿着 γ 的 Jacobi 场. 在 Tγ(0)M 处取标准正交基 {ei}ni=1, 使得 en = γ̇(0)
|γ̇(0)| . 以 ei

为初值得到沿 γ 的平行向量场记为 ei(t), 则 en(t) = γ̇(t)
|γ̇(t)| . 根据平行移动的性质 {ei(t)}ni=1 是

Tγ(t)M 的一组标准正交基. 设 U(t) =
∑n

i=1 fi(t)ei(t), 则

U̇(t) =
n∑
i=1

ḟi(t)ei(t), Ü(t) =
n∑
i=1

f̈i(t)ei(t).

Jacobi 方程可以写为

f̈i(t)−
n−1∑
j=1

Rninj(γ(t)) · fj(t) = 0, i = 1, · · · , n.

命题 6.2

♠

设 γ : [a, b] →M 为测地线.
(1) 给定 w ∈ TpM ,存在唯一的沿 γ 的 Jacobi场 U 使得 U(0) = 0, U̇ = w.
(2) 设 U 是沿 γ 的 Jacobi场,则 U 的零点是离散的.
(3) 设 U 是沿 γ 的 Jacobi场,则存在常数 a, b使得

U(t) = U⊥(t) + (at+ b)γ̇(t),

其中 U⊥也是沿 γ 的 Jacobi场,且
〈
U⊥(t), γ̇(t)

〉
≡ 0. U⊥(t)称为正常 Jacobi场或法

Jacobi场.
(4) 设 U 是沿 γ 的 Jacobi场,若存在 t1 6= t2,使得

〈U(t1), γ̇(t1)〉 = 〈U(t2), γ̇(t2)〉 = 0,

则 U(t)是正常 Jacobi场.
(5) 设 U 是沿 γ 的 Jacobi场,若存在 t0使得

〈U(t0), γ̇(t0)〉 =
〈
U̇(t0), γ̇(t0)

〉
= 0,

则 U(t)是正常 Jacobi场.

证明 (1) ODE .
(2) . t0 U , U(t0) = U̇(t0) = 0. (1), U(t) ≡ 0.
(3) Jacobi , f̈n(t) = 0 ⇒ fn(t) = a0t+ b0.

U(t) =
n−1∑
i=1

fi(t)ei(t) + fn(t)en(t) = U⊥(t) + (at+ b)γ̇(t).

, a = a0
|γ̇(t)| , b =

b0
|γ̇(t)| , . U⊥ γ̇(t), U (at + b)γ̇(t) Jacobi ,

U⊥ Jacobi .
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6.2 Jacobi场的应用

(4) (3) , 〈U(t), γ̇(t)〉 = at + b , a = b = 0. U(t) = U⊥(t)

Jacobi .
(5) (3)

U̇(t) = ∇γ̇(t)U
⊥(t) + aγ̇(t).

,
〈∇γ̇(t)U

⊥(t), γ̇(t)〉 = 〈U⊥(t), γ̇(t)〉′ = 0.

〈
U̇(t), γ̇(t)

〉
= a|γ̇(t)|2.

, U̇(t0) ⊥ γ̇(t0) , a = 0, U(t0) ⊥ γ̇(t0), b = 0.

命题 6.3

♠

设 v, w ∈ TpM , γ(t) = expp(tv).
(1) (Guass引理)设 v ⊥ w,则 (expp)∗v(w) ⊥ γ̇(1).
(2) d expp 在 v ∈ TpM 处退化当且仅当在 γ 上存在不恒为零的正常 Jacobi 场, 使得该

Jacobi场在 p和 q = expp(v)处为零.

证明
(1) γ(t, s) = expp(t(v + sw)) γ Jacobi U ,

U(0) = 0, U̇(0) = w, U(1) = (expp)∗v(w),

w ⊥ v U̇(0) ⊥ γ̇(0), U(0) = 0 U Jacobi , , U(1) ⊥ γ̇(1),
(expp)∗v(w) ⊥ γ̇(1).

(2) d expp v ∈ TpM , w ∈ TpM , w 6= 0, (expp)∗v(w) = 0.
γ(t, s) = expp(t(v + sw)) Jacobi U

U(0) = 0, U̇(0) = w, U(1) = (expp)∗v(w) = 0.

6.2 (4), U(t) Jacobi , U(t) .
, U(t) γ Jacobi , U(0) = U(1) = 0. w = U̇(0). U(t)

, w 6= 0. γ(t, s) = expp(t(v + sw)), γ Jacobi Ũ(t), Ũ(t)

Ũ(0) = 0, ˙̃U(0) = w 6= 0, Ũ(1) = (expp)∗v(w).

Jacobi , Ũ = U . ,
(expp)∗v(w) = Ũ(1) = U(1) = 0.

d expp v .

定义 6.1 (共轭点)

♣

若 d expp 在 v ∈ TpM 处退化,则称 q = expp(v)是 p沿着测地线 γ(t) = expp(tv)的共轭

点.

注共轭点是相互的. 若 d expp 在 v ∈ TpM 处退化, 则存在沿着 γ 的不恒为零的正常 Jacobi 场
U , 使得 U(0) = U(1) = 0. 令 γ̄(t) = γ(1− t), Ū(t) = U(1− t), 则 Ū 是沿着 γ̄ 的 Jacobi 场, 且在
p和 q 处为零, 有命题6.3的 (2), d expq 在 −γ̇(1) 处退化. 故 p也是 q 的共轭点.
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6.2 Jacobi场的应用

6.2 Jacobi场的应用

6.2.1 Cartan–Hadamard定理

定理 6.1 (Cartan–Hadamard定理)

♥

设 (M, g)为完备黎曼流形.
(1) 若M 的截面曲率非正,则任给 p ∈M , expp无共轭点.
(2) 若M 单连通且截面曲率非正,则任给 p ∈M , expp : TpM →M 为微分同胚.

证明
(1) γ : [0,∞) →M p . γ Jacobi

. , U(t) Jacobi , f(t) = 〈U(t), U(t)〉,

ḟ = ∇γ̇(t) 〈U(t), U(t)〉 = 2
〈
U̇(t), U(t)

〉
,

f̈(t) = 2∇γ̇(t)

〈
U̇ , U(t)

〉
= 2
〈
Ü , U

〉
+ 2|U̇(t)|2

= 2|U̇ |2 + 2 〈R(γ̇, U)γ̇, U〉

= 2|U̇ |2 − 2K(γ̇ ∧ U)|γ̇ ∧ U |2

= 2|U̇ |2 − 2K(γ̇ ∧ U)|U |2 ≥ 0.

f(t) . f ≥ 0 f(0) = 0. f(t0) = 0, f [0, t0] ,
f̈(0) = 2|U̇(0)|2 > 0 .

(2) (1) expp , . g̃ = exp∗
p g TpM .

expp : (TpM, g̃) → (M, g)

. 0 ∈ TpM ξ(t) = tv (v ∈ TpM) (TpM, g̃) .
, Hopf–Rinow (TpM, g̃) .

, expp : TpM →M . M , .

定义 6.2 (覆盖映射)

♣

设 X ′ 和 X 为拓扑空间, ϕ : X ′ → X 为连续满射,且对任意 p ∈ X ,存在 p的开邻域 U ,
使得 ϕ−1(U) = ti∈IUi (不交并),且每个 Ui是开集, ϕ|Ui

→ U 是同胚. 则称 X ′是 X 的覆

盖空间, ϕ为覆盖映射.

引理 6.1

♥

设 ϕ : (M ′, g′) → (M, g)是相同维数的黎曼流形间的等距浸入,若 (M ′, g′)完备,则 (M, g)

也是完备的,且 ϕ是覆盖映射.

6.2.2 法坐标系 (正规坐标系)

设 (M, g) 为黎曼流形, p ∈ M , 在 TpM 中取标准正交基 {ei}ni=1, 则 TpM 中的向量 v 可以
写成 v =

∑n
i=1 x

i(v)ei, xi(v) ∈ R. {xi}ni=1 称为 TpM 上由 {ei}ni=1 决定的欧氏坐标. 又因为当
δ > 0 很小时, expp : Bp(δ) → Bδ(p) 为微分同胚, 故 {xi}ni=1 也可视为 Bδ(p) 中的局部坐标系.
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6.2 Jacobi场的应用

根据定义: 对固定的 (x1, · · · , xn), 从 p 出发的曲线 γ(t) = (tx1, · · · , txn) 均为测地线 (这是
因为 exp(tv) 为M 中测地线, v =

∑n
i=1 x

iei ∈ TpM ).
考虑测地线的变分 γ(t, s) = (tx1, · · · , t(xi + s), · · · , txn), 此变分在 γ(t) 上的变分向量场为

Ui(t) =
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

γ(t, s) = t
∂

∂xi
.

Ui(t) 是沿 γ(t) 的 Jacobi 场, 满足初始条件: Ui(0) = 0, U̇i(0) = ∂
∂xi

= ei.
在坐标系 {xi}ni=1 中, 黎曼度量 g 可以表示为 g = gijdx

i⊗ dxj , 其中 gij =
〈
∂
∂xi
, ∂
∂xj

〉
. 沿着径

向测地线 γ(t) = tx, gij 可以写成

gij(tx) =

〈
∂

∂xi

∣∣∣∣
tx

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
tx

〉
= t−2 〈Ui(t), Uj(t)〉 . (6.1)

令 f(t) = 〈Ui(t), Uj(t)〉. 则有 f(0) = 0, 且有

f ′(0) =
〈
U̇i(0), Uj(0)

〉
+
〈
Ui(0), U̇j(0)

〉
= 0,

f ′′(0) =
〈
Üi(0), Uj(0)

〉
+
〈
Ui(0), Üj(0)

〉
+ 2
〈
U̇i(0), U̇j(0)

〉
= 2
〈
ei, ej

〉
= δij,

f ′′′(0) =
〈 ...
U i(0), Uj(0)

〉
+
〈
Ui(0),

...
U j(0)

〉
+ 3
〈
U̇i(0), Üj(0)

〉
+ 3
〈
Üi(0), U̇j(0)

〉
= 0.

上式用到了 Üi(0) = R(γ̇(0), Ui(0))γ̇(0) = 0. 继续求导, 有

f (4) =
〈
U

(4)
i (0), Uj(0)

〉
+
〈
Ui(0), U

(4)
j (0)

〉
+ 4
〈 ...
U i(0), U̇j(0)

〉
+ 4
〈
U̇i(0),

...
U j(0)

〉
+ 6
〈
Üi(0), Üj(0)

〉
= 4
〈 ...
U i(0), U̇j(0)

〉
+ 4
〈
U̇i(0),

...
U j(0)

〉
.

对 Jacobi 方程
Üi(t) = R(γ̇(t), Ui(t))γ̇(t)

两端关于 γ′(t) 求协变导数, 可得
...
U i(t) = (∇R)(γ̇(t), Ui(t), γ̇(t), γ̇(t)) + R(γ̈(t), Ui(t))γ̇(t)

+R(γ̇(t), U̇i(t))γ̇(t) + R(γ̇(t), Ui(t))γ̈(t)

= (∇R)(γ̇(t), Ui(t), γ̇(t), γ̇(t)) + R(γ̇(t), U̇i(t))γ̇(t).

因此
...
U i(0) = R(γ̇(0), U̇i(0))γ̇(0), f (4)(0) = 8R(γ̇(0), U̇i(0), γ̇(0), U̇j(0)). 代入(6.1), 可得

gij(tx) =
1

2
f ′′(0) +

1

24
f (4)(0)t2 +O(t3)

= δij +
1

3
R(x, ei, x, ej)t

2 +O(t3).
(6.2)

将 tx当成 x, (6.2)也可以写成

gij(x) = δij +
1

3
Rkiljx

kxl +O(|x|3).

这说明对任意 i, j, k, 有 Γkij(0) = 0.
由初等公式 √

det(I + tB) = 1 +
1

2
(trB)t+O(t2),

可得 √
G(x) =

√
det(gij(x)) = 1− 1

6
Rkl(0)x

kxl +O(|x|3).
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6.2 Jacobi场的应用

可以进一步估计测地球的体积

vol(Br(p)) =

∫
|x|<r

√
G(x) dx1 · · · dxn

=

∫
|x|<r

(
1− 1

6
Rkl(0)x

kxl +O(|x|3)
)
dx1 · · · dxn

=

∫
|x|<r

(
1− 1

6
Rkk(0)(x

k)2 +O(|x|3)
)
dx1 · · · dxn

=

∫
|x|<r

(
1− 1

6n

( n∑
k=1

Rkk(0)
)
|x|2 +O(|x|3)

)
dx1 · · · dxn

=

∫
|x|<r

(
1− S(0)

6n
|x|2 +O(|x|3)

)
dx1 · · · dxn

= nωn

∫ r

0

(
1− S(0)

6n
s2 +O(s3)

)
sn−1 ds

= ωnr
n

(
1− S(0)

6(n+ 2)
r2 +O(r3)

)
.

6.2.3 单连通空间形式的唯一性

设 (M, g) 截面曲率为常数 k, 则
R(X,Y, Z,W ) = k(〈X,W 〉 〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉 〈Y,W 〉),

也即
R(X,Y )Z = k (〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y ) .

设 γ 为M 中正规测地线. U 是沿着 γ 的正常 Jacobi 场且 U(0) = 0. 则 U 满足

Ü = R(γ̇, U)γ̇ = k
(
〈U, γ̇〉 γ̇ − 〈γ̇, γ̇〉U

)
= −kU. (6.3)

设 l(t) 为沿着 γ 平行的向量场, 且 l(0) = U̇(0). 设 f(t) 满足

f̈(t) + kf(t) = 0, f(0) = 0, f ′(0) = 1. (6.4)
则 f(t)l(t) 满足(6.3), 且初值与 U 相同. 根据 Jacobi 场的唯一性, 可知 U(t) = f(t)l(t).

方程(6.4)的解称为广义正弦函数, 表达式为

snk(t) =


1√
k
sin
(√

kt
)
, k > 0,

t, k = 0,
1√
−k

sinh
(√

−kt
)
, k < 0,

其中

sinh x =
ex − e−x

2
.

对于单位球面: sn(t) = sin t, U(π) = 0, 即南北极互为共轭点. 而 Rn 和 Hn 中任一点无共轭
点.

定义 6.3 (空间形式)

♣连通完备常曲率黎曼流形称为空间形式.
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6.2 Jacobi场的应用

由于 Kλg =
1
λ
Kg, 因此常曲率空间的曲率可以通过放缩度量规范为 1, −1, 0.

已知的单连通的空间形式有: Sn, Rn, Hn. 还有其他的吗?

定理 6.2 (单连通空间形式的唯一性)

♥

设 (M, g)和 (M̄, ḡ)为相同维数的单连通完备黎曼流形. 若 (M, g)和 (M̄, ḡ)的截面曲率

为相同的常数 k,则存在等距同构 ϕ : M̄ →M .

证明 k ≤ 0 . p ∈ M p̄ ∈ M̄ , I : Tp̄M̄ → TpM .
Cartan–Hadamard , expp : TpM → M expp̄ : Tp̄M̄ → M̄ .

ϕ : M̄ →M ϕ = expp ◦I ◦ exp−1
p̄ , :

Tp̄M̄ TpM

M̄ M

I

exppexp−1
p̄

φ

ϕ . ϕ , dϕ ( ).
ϕ(p̄) = p. , dϕ p̄ .
γ̄(t) = expp̄(tv̄) M̄ p̄ . v = I(v̄), γ(t) = expp(tv). ϕ

ϕ ◦ γ̄(t) = γ(t), ∀t ≥ 0. , dϕ( ˙̄γ(t)) = γ̇(t), dϕ . Tp̄M̄

ē⊥v̄, e = I(ē). γ̄(t, s) = expp̄[t(v̄ + sē)], γ(t, s) = expp[t(v + se)]. ϕ

ϕ ◦ γ̄(t, s) = γ(t, s). s

dϕ
(
Ū(t)

)
= U(t).

Ū(t) = ∂
∂s

∣∣
s=0

γ̄(t, s), U(t) = ∂
∂s

∣∣
s=0

γ(t, s). Ū(t), U(t) Jacobi , :
Ū(0) = 0, ˙̄U(0) = ē, U(0) = 0, U̇ = e. Jacobi

|Ū(t)| = snk(t)|ē| = snk(t)|e| = |U(t)|.
dϕ . k ≤ 0 .

k > 0 . , k = 1. M̄ = Sn.
x ∈ Sn, −x x̄. p ∈ M , I : TxSn → TpM ,

:

TxSn TpM

Sn \ {x̄} M

I

exppexp−1
x

φ

ϕ = expp ◦I ◦ exp−1
x . k ≤ 0 , dϕ , ϕ .

ϕ Sn . , y ∈ Sn \ {x, x̄}, ȳ = −y, q = ϕ(y).
ψ : Sn \ {ȳ} →M, ψ = expq ◦ϕ∗y ◦ exp−1

y .

:

TySn TqM

Sn \ {ȳ} M

φ∗y

expqexp−1
y

ψ
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6.2 Jacobi场的应用

ϕ∗y , , ψ . 6.2, Sn \ {x̄, ȳ} ,
ϕ = ψ. ϕ(x̄) = ψ(x̄), ϕ Sn M . 6.1, ϕ

. M ϕ , .

引理 6.2

♥

设 f1, f2 :M → N 是两个相同维数的黎曼流形 (不一定完备)之间的等距浸入. 若存在一
点 p ∈M 使得 f1(p) = f2(p)且 df1(p) = df2(p),则 f1 = f2.

� 练习 6.1 证明双曲空间是完备的.
� 练习 6.2 证明引理6.2.
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第 7章 二次变分公式及其应用

测地线是长度泛函的临界点, 局部上为最短线, 太长了则不一定. 如何判断一段测地线是否
为最短线? 一个必要条件是长度的二阶变分非负.

7.1 二次变分公式

设 (M, g) 为黎曼流形, 考虑一族变分曲线 γ : [a, b] × (−ε, ε) → M , γs(t) = γ(t, s), 其中
γ0(t) = γ(0, t) 称为基曲线. 记 L(s) = L(γs) 为曲线 γs 的长度. 令

T (t, s) =
∂γ

∂t
(t, s), U(t, s) =

∂γ

∂s
(t, s),

则 [T, U ] = 0. 从而有

L′(s) =
d

ds

∫ b

a

|T (t, s)| dt =
∫ b

a

1

|T |
〈T,∇UT 〉 dt

=

∫ b

a

1

|T |
〈T,∇TU〉 dt.

接着计算其二阶导数, 有

L′′(s) =
d

ds

∫ b

a

1

|T |
〈T,∇TU〉 dt

=

∫ b

a

[
− 1

|T |3
〈T,∇TU〉2 +

1

|T |
|∇TU |2 +

1

|T |
〈T,∇U∇TU〉

]
dt

=

∫ b

a

[
− 1

|T |3
(
T 〈T, U〉 − 〈U,∇TT 〉

)2
+

1

|T |
|∇TU |2

+
1

|T |
〈T,R(U, T )U〉+ 1

|T |
〈T,∇T∇UU〉

]
dt

=

∫ b

a

[
− 1

|T |3
(
T 〈T, U〉 − 〈U,∇TT 〉

)2
+

1

|T |
|∇TU |2

+
1

|T |
〈T,R(U, T )U〉+ 1

|T |
T 〈T,∇UU〉 −

1

|T |
〈∇TT,∇UU〉

]
dt

设 γ0 为正规测地线. 令 U(t) = U(t, 0). 当 s = 0 时, 利用 T = γ̇0(t), |T | = |γ̇0(t)| = 1 以及
∇TT = ∇γ̇0(t)γ̇0(t) = 0, 可得

L′′(0) = 〈γ̇0,∇UU〉
∣∣b
a
+

∫ b

a

[
|U̇ |2 −

(
〈γ̇0, U〉′

)2
+R(γ̇0, U, γ̇0, U)

]
dt.

上式称为二次变分公式.
注
(1) 〈γ̇0,∇UU〉

∣∣b
a
称为边界项. 若 γ 为定端变分, 即 γ(a, s) ≡ γ0(a), γ(b, s) ≡ γ0(b), 边界项为零.

若变分端点在两条测地线上, 即 γ(a, s), γ(b, s) 关于 s为测地线, 则边界项也为零.
(2) U(t) 称为 γ0 上的变分向量场或横截向量场. 一般来说, U(t) 沿 γ̇0 方向的分量对 γ0 仅起

到重新参数化的作用, 不影响弧长. 因此, 只要考虑 U(t) 的垂直分量, 记
U(t) = U⊥(t) + f(t)γ̇0(t).



7.2 二次变分公式的应用

两边关于 γ̇0(t) 求协变导数, 由 γ̈0(t) = 0 可得

U̇(t) = ∇γ̇0(t)U
⊥(t) + f ′(t)γ̇0(t).

另一方面, 有 〈
∇γ̇0(t)U

⊥(t), γ̇0(t)
〉
=
〈
U⊥(t), γ̇0(t)

〉′
= 0.

因此, U̇⊥(t) = ∇γ̇0(t)U
⊥(t). 进而有

|U̇ |2 − (〈γ̇0, U〉′)2 = |U̇⊥|2 + (f ′)2 − (f ′)2 = |U̇⊥|2.
同时, 有

R (γ̇0, U, γ̇0, U) = R
(
γ̇0, U

⊥, γ̇0, U
⊥) .

于是第二变分公式可以写成

L′′(0) = 〈γ̇0,∇UU〉
∣∣b
a
+

∫ b

a

[
|U̇⊥|2 +R(γ̇0, U

⊥, γ̇0, U
⊥)
]
dt. (7.1)

类似地, 有 Ü⊥(t) = ∇γ̇0(t)U̇
⊥(t). 利用等式

〈
U̇⊥, U̇⊥〉 = 〈U⊥, U̇⊥〉′ − 〈Ü⊥, U⊥〉, (7.1)式还

可以写成

L′′(0) =
(〈
γ̇0,∇UU

〉
+
〈
U̇⊥, U⊥〉)∣∣b

a
−
∫ b

a

〈
Ü⊥ −R(γ̇0, U

⊥)γ̇0, U
⊥〉 dt.

若 U⊥(t) 为沿 γ0 的正常 Jacobi 场, 则
L′′(0) =

(
〈γ̇0,∇UU〉+

〈
U̇⊥, U⊥〉)∣∣b

a
.

7.2 二次变分公式的应用

定义 7.1 (直径)

♣

设 (M, g)为黎曼流形,定义M 的直径为

d(M) = sup {d(x, y) | x, y ∈M} .

若M 完备, d(M) <∞ ⇔M 紧致.

定理 7.1 (Bonnet–Myers定理)

♥

设 (M, g)为完备黎曼流形. 若其 Ricci曲率≥ (n− 1)k, k为正常数,则M 为紧流形,且直
径 d(M) ≤ π√

k
.

证明 M p 6= q, d(p, q) ≤ π√
k
. M ,

σ : [0, l] →M p q, l = d(p, q). σ {ei(t)}ni=1,
en(t) = σ̇(t). σ(t) Ei(t) = f(t)ei(t), i = 1, 2, · · · , n− 1. f(t) ,

f(0) = f(l) = 0. Ei(t) σ :
γi(t, s) = expσ(t)[sEi(t)].

f(0) = f(l) = 0 γi . ∂γi
∂s
(t, s)

∣∣
s=0

= Ei(t).

Li(s) =

∫ l

0

|γ̇i(t, s)| dt.
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7.2 二次变分公式的应用

L′′
i (0) =

∫ l

0

[
(f ′)2 + f 2R(σ̇, ei, σ̇, ei)

]
dt.

Ric(σ̇, σ̇) ≥ (n− 1)k
n−1∑
i=1

L′′
i (0) =

∫ l

0

[
(n− 1)f ′2 − f 2 Ric(σ̇, σ̇)

]
dt

≤ (n− 1)

∫ l

0

(
f ′2 − kf 2

)
dt.

f(t) = sin
(
π
l
t
)
,

n−1∑
i=1

L′′
i (0) ≤

n− 1

2

[(π
l

)2
− k

]
l.

σ p, q , L′′
i (0) ≥ 0.
π

l
≥

√
k ⇒ l ≤ π√

k
.

d(p, q) ≤ π√
k
.

思考: 若 d(M) = π√
k
, (M, g) 要满足什么条件? 显然, 需要 Ric(σ̇(t), σ̇(t)) ≡ (n − 1)k, 除此

之外呢?

推论 7.1

♥设 (M, g)为完备黎曼流形,若M 的 Ricci曲率有正下界,则M 的基本群是有限群.

证明 M M̃ , φ : M̃ →M , g̃ = φ∗g M̃ . (M̃, g̃)

( ). , φ , (M̃, g̃) Ricci
. Bonnet–Myers , M̃ , φ , π1(M) .

定理 7.2 (Synge定理)

♥

设 (Mn, g)为完备黎曼流形,其截面曲率有正下界. 即 KM ≥ a > 0, a为常数.
(1) 当 n为偶数时,若M 可定向,则M 单连通;若M 不可定向,则 π1(M) = Z2.
(2) 当 n为奇数时, M 可定向.

47



第 8章 Rauch比较定理

未来三章, 我们将学习一系列比较定理. 将黎曼流形与标准空间 (Sn,Rn,Hn) 相比较:

逐点曲率比较
“积分”−−−−→ 大范围几何比较

K ≥ a, Ric ≥ (n− 1)a
Jacobi 场−−−−−→ 距离函数的 Hessian, 距离函数的 Laplace, 体积.

工具: ODE 的比较定理 (Sturm 比较定理)
本章, 我们学习 Rauch 比较定理.

8.1 Rauch比较定理

设 (Mn, g) 为黎曼流形, γ : [0, l] →M 为正规测地线, 取 Tγ(0)M 的一组标准正交基 {ei}ni=1,
其中 en = γ̇(0). 将 {ei} 沿 γ 平行移动得到向量场 {ei(t)}, 显然 en(t) = γ̇(t).

设 Ui(t) 是沿 γ(t) 的正常 Jacobi 场, 满足初始条件

Ui(0) = 0, U̇i(0) = ei, i = 1, 2, · · · , n− 1.

在标准正交基 {ei(t)}n−1
i=1 下, Ui(t) 可以表示为

Ui(t) =
n−1∑
j=1

aij(t)ej(t), i = 1, 2, · · · , n− 1.

由 Jacobi 方程可得
Ä(t) + A(t)K(t) = 0.

其中, A(t) = (aij(t)), K(t) = (Kij(t)), Kij(t) = R(γ̇(t), ei(t), ej(t), γ̇(t)).

命题 8.1

♠A(t0)可逆当且仅当 γ(t0)不是 γ(0)沿 γ 的共轭点.

证明 , A(t0) , 0 (c1, · · · , cn−1),
(c1, · · · , cn−1)A(t0) = (0, · · · , 0).

, Jacobi U(t) =
∑n−1

i=1 ciUi(t) t = 0, t0 0. γ(t0) γ(0) .
.

假设 γ 不含 γ(0) 的共轭点, 令 II(t) = A−1(t)Ȧ(t), 则有

İI(t) =
(
A−1(t)

)′
Ȧ(t) + A−1(t)Ä(t)

= −
(
A−1(t)Ȧ(t)A−1(t)

)
Ȧ(t)− A−1(t)A(t)K(t)

= − II2(t)−K(t).

引理 8.1

♥

(1) 当 t→ 0+时, II(t) =
1

t
In−1 +O(t).

(2) II(t)为对称方阵.

证明



8.1 Rauch比较定理

(1) Ui(0) = 0, U̇i(0) = ei , A(0) = 0, Ȧ(0) = In−1, Ä(0) = 0.

B(t) =

In−1, t = 0

A(t)

t
, t > 0.

Ḃ(0) = lim
t→0

1

t

(
A(t)

t
− In−1

)
=

1

2
Ä(0) = 0.

II(t) =
1

t
B−1(t)

[
B(t) + tḂ(t)

]
=

1

t
In−1 +B−1(t)Ḃ(t)

=
1

t
In−1 +O(t).

(2) (〈
U̇i, Uj

〉)
(n−1)×(n−1)

= Ȧ · AT.

Jacobi (〈
U̇i, Uj

〉
−
〈
Ui, U̇j

〉)′
=
〈
Üi, Uj

〉
−
〈
Ui, Üj

〉
= R(γ̇, Ui, γ̇, Uj)−R(γ̇, Uj, γ̇, Ui)

= 0.

(
ȦAT − AȦT

)′
= 0.

Ȧ(t)AT(t)− A(t)ȦT(t) = Ȧ(0)AT(0)− A(0)ȦT(0) = 0.

Ȧ(t)AT(t) = A(t)ȦT(t).

A−1(t) (AT(t))−1, II(t) = IIT(t).

引理 8.2

♥

设 K(t), K̄(t)为连续函数, f(t), f̄(t)分别满足方程

f ′′(t) + f(t)K(t) = 0, f(0) = 0, f ′(0) = 1.

f̄ ′′(t) + f̄(t)K̄(t) = 0, f̄(0) = 0, f̄ ′(0) = 1.

记 T0, T̄0 ≤ +∞ 分别为 f(t) 和 f̄(t) 的最小正零点. 若 K(t) ≥ K̄(t), 则 T0 ≤ T̄0, 且
f(t) ≤ f̄(t), t ∈ [0, T0].

证明 [
f ′(t)f̄(t)− f̄ ′(t)f(t)

]′
=
[
K̄(t)−K(t)

]
f(t)f̄(t).
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8.1 Rauch比较定理

T = min{T0, T̄0}. f(t), f̄(t) (0, T ) .
f ′(t)f̄(t)− f̄ ′(t)f(t) ≤ f ′(0)f̄(0)− f̄ ′(0)f(0) = 0

f ′(t)

f(t)
≤ f̄ ′(t)

f̄(t)
,(

ln f
f̄

)′ ≤ 0. ,
f(t)

f̄(t)
≤ lim

t→0+

f(t)

f̄(t)
= lim

t→0+

f ′(t)

f̄ ′(t)
= 1.

f(t) ≤ f̄(t) [0, T ] . f , f̄ . T0 ≤ T̄0, f(t) ≤ f̄(t)

[0, T0] .

定义 8.1

♣

设 C, D 为 n 阶对称矩阵. 若 C 的最小特征值不小于 D 的最大特征值, 即 minλ(C) ≥
maxλ(D),则记作 C � D.

此条件等价于: 对任意单位向量 x, y ∈ Rn, 有 xTCx ≥ yTDy; 或者等价地, 对任意正交矩
阵 O, 有 OCOT ≥ D.

引理 8.3

♥

设 K(t), K̄(t)为 n− 1阶连续对称方阵, A(t), Ā(t)为 n阶 C2连续方阵,且满足

Ä(t) + A(t)K(t) = 0, A(0) = 0, Ȧ(0) = In−1;

¨̄A(t) + Ā(t)K̄(t) = 0, Ā(0) = 0, ˙̄A(0) = In−1.

若 K(t) � K̄(t),则 A(t)在 (0, T0]可逆时, Ā(t)也在 (0, T0]中可逆,且

A−1(t)Ȧ(t) � Ā−1(t) ˙̄A(t), ∀t ∈ [0, T0]

证明 T = sup{ t > 0 |A Ā (0, t) }. , T > 0. t ∈ (0, T ) ,
II(t) = A−1(t)Ȧ(t), ĪI(t) = Ā−1(t) ˙̄A(t). 8.1 , II(t) ĪI(t) . ,[

Ā(II−ĪI)ĀT
]′
= ˙̄A(II−ĪI)ĀT + Ā(İI− ˙̄II)ĀT + Ā(II−ĪI)(ĀT)

′

= ĀĪI(II−ĪI)ĀT + Ā(−II2 −K + ĪI
2
+ K̄)ĀT + Ā(II−ĪI)ĪIĀT

= −Ā
[(
II−ĪI

)2
+
(
K − K̄

)]
ĀT ≤ 0.

,
Ā(t)

(
II(t)− ĪI(t)

)
ĀT(t) ≤ lim

t→0+
Ā(t)

(
II(t)− ĪI(t)

)
ĀT(t)

= lim
t→0+

Ā(t)O(t)ĀT(t) = 0.

t ∈ (0, T ) , II(t) ≤ ĪI(t).
O, OĀOT , K(t) ≥ OK̄(t)OT II(t) ≤

OĪI(t)OT, t ∈ (0, T ),
II(t) � ĪI(t), t ∈ (0, T ). (8.1)
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8.1 Rauch比较定理

x ∈ Rn−1, f(t) = xTA(t)AT(t)x,

f ′(t) = xT
(
ȦAT + A(AT)′

)
x = 2xTA IIATx.

y ∈ Rn−1, f̄(t) = yTĀ(t)ĀT(t)y,
f̄ ′(t) = 2yTĀĪIĀTy.

( 8.1) ,
f ′(t)

f(t)
≤ f̄ ′(t)

f̄(t)
, t ∈ (0, T ).

(
ln
f(t)

f̄(t)

)′

≤ 0, t ∈ (0, T ).

f(t)

f̄(t)
≤ lim

t→0+

f(t)

f̄(t)
= lim

t→0+

xTȦ(0)ȦT(0)x+O(t2)

yT ˙̄A(0) ˙̄AT(0)y +O(t2)
=

|x|2

|y|2
= 1.

AAT � ĀĀT, t ∈ (0, T ).

.

定理 8.1 (Rauch比较定理)

♥

设 (M, g)和 (M̄, ḡ)为黎曼流形, γ : [0, l] → M , γ̄ : [0, l] → M̄ 分别为M , M̄ 上的正规测
地线, U(t), Ū(t)分别为沿 γ, γ̄ 的 Jacobi场,且满足条件

|U(0)| = |Ū(0)| = 0,
〈
U̇(0), γ̇(0)

〉
=
〈 ˙̄U(0), ˙̄γ(0)〉, |U̇(0)| = | ˙̄U(0)|.

记 k(t) = min
{
Kg(γ̇(t), v)

∣∣ v⊥γ̇(t)}, k̄(t) = max
{
Kḡ( ˙̄γ(t), v)

∣∣ v⊥ ˙̄γ(t)
}

. 假设
(1) γ 无共轭点,
(2) k(t) ≥ k̄(t), ∀t ∈ [0, l].
则有

(a) γ̄ 也无共轭点,
(b) |U(t)| ≤ |Ū(t)|, ∀t ∈ [0, l].

证明 , .
(a) , K(t) = (R (γ̇(t), ei(t), ej(t), γ̇(t))), K̄(t). k(t) = λmin (K(t)),

k̄(t) = λmax

(
K̄(t)

)
. , K̄(t) � K(t). 8.3, γ̄ .

(b) .

定理 8.2 (Rauch比较定理的其他形式)

♥

在 Rauch比较定理的条件下,记 γ(t) = expp(tv), γ̄(t) = expp̄(tv̄),设X ∈ TpM , X̄ ∈ Tp̄M̄ .
若

〈X, v〉 =
〈
X̄, v̄

〉
, |X| = |X̄|,

则

|(expp)∗lv(X)| ≤ |(expp̄)∗lv̄(X̄)|.
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8.2 Rauch比较定理的应用

证明 Jacobi , γ Jacobi U(t), U(0) = 0, U̇(0) = X ,
U(l) = l(expp)∗lv(X). , γ̄ Jacobi Ū(t), Ū(0) = 0, ˙̄U(0) = X , Ū(l) =

l(expp̄)∗lv̄(X̄).
� 练习 8.1 补全定理8.1的证明细节.
� 练习 8.2 补全定理8.2的证明细节.

8.2 Rauch比较定理的应用

推论 8.1

♥

设 k > 0, M 是截面曲率 KM ≤ k 的完备黎曼流形. 则对任意 p ∈ M , 当 r ≤ π√
k
时,

expp : Bp(r) →M 为浸入.

证明 Sn( 1√
k
) π√

k
. Rauch , M π√

k

, expp Br(p) .

推论 8.2

♥

设M 为曲率非正的单连通完备黎曼流形 (称为 Cartan–Hadamard流形). 4ABC 为M 中

测地三角形 (三边为最短测地线),其三内角分别为 α, β, γ,对应的三边长分别为 a, b, c,则

c2 ≥ a2 + b2 − 2ab cos γ, α + β + γ ≤ π.

证明 M , Cartan–Hadamard , .
v = exp−1

C (A), w = exp−1
C (B), ξ(t) = exp−1

C (σ(t)),

σ A, B .

L(σ) =

∫ L(σ)

0

|σ′(t)| dt

=

∫ L(σ)

0

∣∣∣∣ ddt expgC(ξ(t))
∣∣∣∣ dt

=

∫ L(σ)

0

∣∣(expgC)∗ξ(t)(ξ′(t))∣∣ dt
≥
∫ L(σ)

0

∣∣(expgE0 )∗ξ(t)(ξ
′(t))

∣∣ dt
=

∫ L(σ)

0

|ξ′(t)| dt = L(ξ) ≥ |v − w|.
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8.2 Rauch比较定理的应用

,
|v − w|2 = |v|2 + |w|2 − 2|v||w| cos γ = a2 + b2 − 2ab cos γ.

c2 ≥ a2 + b2 − 2ab cos γ, γ ≤ arccos
a2 + b2 − c2

2ab
.

α, β ,
α + β + γ ≤ π.
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第 9章 Hessian比较定理

标准空间上距离函数:
Rn : d(x, 0) = |x|.

Sn : d(x,N) = arccos(xn+1).

Hn : g =
4

(1− |x|2)2
gEuc, d(x, 0) =

∫ |x|

0

2

1− s2
ds = ln

1 + |x|
1− |x|

.

9.1 距离函数的基本性质

命题 9.1

♠

设 (M, g)为完备黎曼流形, p ∈M . 若 q为距离函数 dp的可微点,则存在唯一的最短测地
线连接 p和 q.

证明 p 6= q. σ(s) q ,
dp(σ(s)) ≤ dp(σ(0)) + d(σ(0), σ(s)) ≤ dp(σ(0)) + s.

〈∇dp, σ̇(0)〉 =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

dp((σ(s)) ≤ 1.

σ |∇dp| ≤ 1.
, p, q, l = d(p, q).

dp(γ(t)) = d(γ(0), γ(t)) = t, ∀t ∈ [0, l].

〈∇dp(q), γ̇(l)〉 = 1. ∇dp(q) = γ̇(l). γ̄ : [0, l] →M p q

, ˙̄γ(l) = ∇dp(q) = γ̇(l), γ̄ = γ.

命题 9.2

♠

设 (M, g)为完备黎曼流形, γ : [0, l] → M 为正规测地线,记 p = γ(0), q = γ(l). 若 γ 是连

接 p和 q 的唯一最短测地线,且 q 不是 p沿 γ 的共轭点,则距离函数 dp 在 q 附近是光滑

的.

证明 v = γ̇(0) ∈ TpM . q expp γ ,
(
expp

)
∗lv . ,

lv TpM O, expp : O →M .
: ε > 0, q̄ ∈ Bε(q), dp(q̄) =

∣∣(expp |O)−1(q̄)
∣∣, dp Bε(q)

. , qi → q, d (p, qi) <
∣∣(expp |O)−1(qi)

∣∣.
σi : [0, li] → M p, qi, li = d (p, qi) → l. , {σ̇i(0)}

, σ̇i(0) → w ∈ TpM . σ(t) = expp(tw),
σ : [0, l] → M p, q . σ = γ, w = v. , i ,
liσ̇i(0) ∈ O.

|liσ̇i(0)| = d (p, qi) <
∣∣(expp |O)−1(qi)

∣∣ ,
liσ̇i(0) 6= (expp |O)−1(qi), expp : O →M .



9.2 Hessian比较定理

命题 9.3

♠

设 (M, g)为完备黎曼流形, γ : [0, l] →M 为最短正规测地线,记 p = γ(0). 则当 t0 ∈ (0, l)

时, γ|[0,t0]是连接 p与 γ (t0)的唯一最短测地线,且 γ (t0)不是 p沿 γ 的共轭点,从而距离
函数 dp在 γ (t0)附近是光滑的.

证明 (i) γ|[0,t0] p = γ(0) γ (t0) . , σ : [0, t0] →

M p = γ(0) γ (t0) , σ̇ (t0) 6= γ̇ (t0). ε < 0,
τ σ (t0 − ε) γ (t0 + ε),

L(τ) < L
(
σ|[t0−ε,t0]

)
+ L

(
γ|[t0,t0+ε]

)
p = γ(0) γ(l)

γ̄ = σ|[0,t0−ε] ∪ τ ∪ γ|[t0+ε,l],
L(γ̄) < L(γ), .

(ii) γ (t0) γ(0) γ ( ).

9.2 Hessian比较定理

定理 9.1 (Hessian比较定理)

♥

设 (M, g)和 (M̄, ḡ)为完备黎曼流形, γ : [0, l] → M , γ̄ : [0, l] → M̄ 分别为M , M̄ 上的最
短正规测地线. 令 k(t) = min

{
Kg(γ̇(t), v)

∣∣ v⊥γ̇(t)}, k̄(t) = max
{
Kḡ( ˙̄γ(t), v)

∣∣ v⊥ ˙̄γ(t)
}

,
记 p = γ(0), p̄ = γ̄(0). 设 k(t) ≥ k̄(t), t ∈ [0, l]. 当 t0 ∈ (0, l) 时, 对于 X ∈ Tγ(t0)M 和

X̄ ∈ Tγ̄(t0)M̄ ,若满足:

|X| = |X̄|, 〈X, γ̇ (t0)〉 =
〈
X̄, ˙̄γ (t0)

〉
,

则成立

∇2dp(X,X) ≤ ∇2dp̄(X̄, X̄).
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9.2 Hessian比较定理

证明 9.3, t ∈ (0, l), dp dp̄ γ (t), γ̄ (t) .
9.1 , ∇dp(γ(t)) = γ̇(t), ∇dp̄(γ̄(t)) = ˙̄γ(t).

∇2dp (γ̇ (t0) , X) =
〈
∇γ̇(t0)∇dp, X

〉
=
〈
∇γ̇(t0)γ̇(t)

∣∣
t=t0

, X
〉
= 0. (9.1)

∇2dp̄
(
˙̄γ (t0) , X̄

)
= 0. X , X̄ :

X = Y + aγ̇ (t0) , Y ⊥ γ̇ (t0) ; X̄ = Ȳ + ā ˙̄γ (t0) , Ȳ ⊥ ˙̄γ (t0) .

, a = ā, |Y | = |Ȳ |. (9.1) ,
∇2dp(X,X) = ∇2dp(Y, Y ), ∇2dp̄(X̄, X̄) = ∇2dp̄(Ȳ , Ȳ ).

Rauch , , ∇2dp II . Rauch
: {ei(t)}n−1

i=1 γ , en(t) = γ̇(t). {Ui(t)}n−1
i=1 γ(t) Jacobi

,
Ui(0) = 0, U̇i(0) = ei(0), i = 1, 2, · · · , n− 1.

Ui(t)

Ui(t) =
n−1∑
j=1

aij(t)ej(t), i = 1, 2, · · · , n− 1.

Jacobi
Ä(t) + A(t)K(t) = 0.

, A(t) = (aij(t)), K(t) = (Kij(t)), Kij(t) = R(γ̇(t), ei(t), ej(t), γ̇(t)). t ∈ (0, l) ,
9.3, A , II(t) = A−1(t)Ȧ(t). . , K(t) � K̄(t).

Rauch , II(t) � ĪI(t).
Y =

∑n−1
i=1 biei(t0), Ȳ =

∑n−1
i=1 b̄iēi(t0). b = (b1, · · · , bn−1)

T, b̄ = (b̄1, · · · , b̄n−1)
T.

, |b| = |b̄|. {ei(t0)}n−1
i=1

∇2dp(Y, Y ) = bT
(
∇2dp (ei, ej)

)
b.

(U1, . . . , Un−1) = (e1, . . . , en−1)A
T,

(
∇2dp (ei, ej)

)
= A−1

(
∇2dp (Ui, Uj)

) (
AT
)−1

.

,
∇2dp (Ui, Uj) = 〈∇Ui

γ̇, Uj〉 = 〈∇γ̇Ui, Uj〉 =
〈
U̇i, Uj

〉
,

(
∇2dp (Ui, Uj)

)
= Ȧ · AT.

(
∇2dp (ei, ej)

)
= A−1 · Ȧ · AT ·

(
AT
)−1

= A−1Ȧ = II .

∇2dp(X,X) = ∇2dp(Y, Y ) = bT II b.

,
∇2dp̄(X̄, X̄) = ∇2dp̄(Ȳ , Ȳ ) = b̄TĪIb̄.

|b| = |b̄|, Rauch , bT II b ≤ b̄TĪIb̄, .
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9.3 Hessian比较定理的应用

注等值面的 Hessian: 设 (N̄ , ḡ) 为黎曼流形, f ∈ C∞(N̄). 令 N = f−1(c), 设 ∇̄f
∣∣
N

处处非零,
则由正则值原像定理, N 为 N̄ 的超曲面. 易见 ν = ∇̄f

|∇̄f | 为 N 的单位法向量场. 对应的第二基
本形式为

IIν(X,Y ) = −
〈
∇̄X

∇̄f
|∇̄f |

, Y
〉

= − 1

|∇̄f |
〈
∇̄X∇̄f, Y

〉
−X

(
|∇̄f |−1

) 〈
∇̄f, Y

〉
= − 1

|∇̄f |
∇̄2f(X,Y ).

即

II ∇̄f
|∇̄f |

= − 1

|∇̄f |
∇̄2f

∣∣
f−1(c)

.

对于距离函数, 等值面为测地球面, |∇d| = 1. 等值面的第二基本形式在一组标准正交基下的系
数矩阵即为 − II.

9.3 Hessian比较定理的应用

设 k 为常数, 曲率为 k 的 2 维单连通空间形式记为M2
k . 设 γ : [0, l] → M2

k 为最短正规测地
线, 则 l ≤ π√

k
(规定当 k ≤ 0 时, π√

k
= +∞). 有

R (γ̇(t), ei(t), ej(t), γ̇(t)) = k [〈γ̇(t), γ̇(t)〉 〈ei(t), ej(t)〉 − 〈γ̇(t), ei(t)〉 〈γ̇(t), ej(t)〉]

= kδij.

相应的方程为 Ä+ kA = 0, A(0) = 0, Ȧ(0) = 1. 解得 A(t) = snk(t), 其中

A(t) = snk(t) =


1√
k
sin
(√

kt
)
, k > 0,

t, k = 0,
1√
−k

sinh
(√

−kt
)
, k < 0.

则

Ȧ(t) = cnk(t) =


cos
(√

kt
)
, k > 0,

1, k = 0,

cosh
(√

−kt
)
, k < 0.

因此, II(t) = ctk(t), 其中

ctk(t) =


√
k cot

(√
kt
)
, k > 0,

1, k = 0,
√
−k coth

(√
−kt

)
, k < 0.

所以, 对于 X ∈ Tγ(t)M 满足 X ⊥ γ̇(t), 有
∇2dγ(0)(X,X) = ctk(t)|X|2.
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9.3 Hessian比较定理的应用

推论 9.1

♥

设 (M, g)为完备黎曼流形,截面曲率 KM ≥ k. 若 γ : [0, l] → M 为最短正规测地线,则
l ≤ π/

√
k,且当 t ∈ (0, l)时,对任意 X ∈ Tγ(t)M 满足 X ⊥ γ̇(t),有

∇2dγ(0)(X,X) ≤ ctk(t)|X|2.

证明 t0 ∈ (0, l) , γ|[0,t0] . Rauch , M2
k

t0 , t0 < π/
√
k. t0 , l ≤ π√

k
.

Hessian .

推论 9.2

♥

设Mn为 Cartan–Hadamard流形, p ∈M . 则在M \ {p}上,成立

∆dp ≥
n− 1

dp
.

若Mn的曲率 KM ≤ −a2 (a为正常数),则成立

∆dp ≥ (n− 1)a coth (adp) .

注意到距离函数的 Hessian 在径向有零特征值. 为了方便应用, 选择适当的函数 f , 使得在
空间形式上, ∇2(f ◦ d) 在各方向的特征值相同. 注意

∇2(f ◦ d)(X,X) = 〈∇X∇(f ◦ d), X〉 = 〈∇X

(
f ′(d)∇d

)
, X〉

= f ′(d)〈∇X∇d,X〉+ f ′′(d)〈∇d,X〉2

= f ′(d)∇2d(X,X) + f ′′(d)〈∇d,X〉2.
记

mdk(t) =

∫ t

0

snk(s) ds =

1
2
t2, k = 0,

1
k
(1− cnk(t)) , k 6= 0.

在空间形式M2
k 中成立

∇2 (mdk ◦d) = (cnk ◦d) ḡ.

推论 9.3

♥

在推论9.1条件下,有
∇2 (mdk ◦dp) ≤ (cnk ◦dp) g.

定理 9.2 (Toponogov三角形比较定理)

♥

设 (M, g) 为完备黎曼流形, 其截面曲率 KM ≥ k. 给定 M 上互异三点 p, p0, p1, 设 γ :

[0, l] → M 是连接 p0 和 p1 的正规测地线. 若 0 < l < min
{
d (p, p0) + d (p, p1) ,

π√
k

}
,

则在 M2
k 中存在 p̄, p̄0, p̄1, 以及连接 p̄0, p̄1 的最短测地线 γ̄, 使得 d (p̄, p̄0) = d (p, p0),

d (p̄, p̄1) = d (p, p1), L(γ̄) = l,且

d(p, γ(t)) ≥ d(p̄, γ̄(t)), ∀t ∈ [0, l].

证明 . 9.3, 闸函数 ,
∇2 (mdk ◦dp) ≤ (cnk ◦dp) g.
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9.3 Hessian比较定理的应用

图 9.1: “曲率越大, 测地三角形越胖”

f(t) = mdk ◦d(p, γ(t)), f̄(t) = mdk ◦d(p̄, γ̄(t)). , t ∈ (0, l),
f ′′(t) ≤ −kf(t) + 1, f̄ ′′(t) = −kf̄(t) + 1.

f(0) = f̄(0), f(l) = f̄(l).

ODE , f(t) ≥ f̄(t). mdk , d(p, γ(t)) ≥ d(p̄, γ̄(t)).
� 练习 9.1 设 (M, g) 为 Cartan–Hadamard 流形, p ∈M . 证明: ∇2d2p ≥ 2g.
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第 10章 Laplacian比较定理、体积比较定理

在黎曼流形截面曲率有界的情况下, 我们可以控制距离函数的 Hessian. 在更弱的曲率条件
下, 我们能否控制距离函数的 Laplacian?

10.1 Laplacian比较定理

定义 10.1 (割点 (cut point)、割迹 (cut locus))

♣

设 (M, g) 为完备黎曼流形, p ∈ M . 若 γ : [0,∞) → M 是从 p 出发的正规测地线, 且
γ|[0,t0]是最短测地线,但当 t > t0时, γ|[0,t]不再是最短的,则称 γ (t0)是 p沿 γ的割点. 将
p所有割点组成的集合称为 p的割迹,记为 C(p).

紧流形任一点都有割点, Sn 上任一点的割点为其对径点.

命题 10.1

♠

若 γ (t0)是 p = γ(0)沿 γ 的割点,下列事实必成立其一:
(i) γ (t0)是 p沿 γ 的共轭点;
(ii) 存在另一条连接 p和 γ (t0)的最短正规测地线 σ 6= γ.

证明 γ(t) = expp(tv). (i) , d expp t0v . , t0v

TpM O, expp : O →M . ti = t0 + 1/i, i , tiv ∈ O.
σi : [0, li] → M p γ (ti), li = d (p, γ (ti)) < ti ( t0

). σi(t) = expp (tvi), expp (livi) = γ (ti) = expp (tiv). li 6= ti, livi 6= tiv.
livi /∈ O.

vi → w ∈ TpM . livi → t0w /∈ O. σ(t) = expp(tw) p γ (t0)

.

命题 10.2

♠设 (M, g)为完备黎曼流形. 则对任意 p ∈M , C(p)均为闭的零测集.

设 p ∈M , 记 Σp =
{
v ∈ TpM | d

(
p, expp(v)

)
= |v|

}
.



10.1 Laplacian比较定理

命题 10.3

♠

设 (M, g)为完备黎曼流形, p ∈M . 则有
(i) expp : Σ̊p →M 为嵌入;
(ii) M = expp (Σp) = expp

(
Σ̊p

)
∪ expp (∂Σp) = expp

(
Σ̊p

)
∪ C(p).

证明 (i) v ∈ Σ̊p, 9.3, γ(t) = expp(tv) p expp(v) ,
expp(v) p γ . , d expp v , expp Σ̊p .
expp : Σ̊p →M .

(ii) M , q 6= p, p, q γ : [0, l] → M ,
l = d(p, q). lγ̇(0) ∈ Σp, q = exp(lγ̇(0)) ∈ expp(Σp).
注从拓扑上讲, Σ̊p 微分同胚于开球. 因此, M 在拓扑上的复杂性主要体现在 expp

(
Σ̊p

)
如何与

C(p) 的粘接上.

定义 10.2 (单射半径 (injective radius))

♣

设 (M, g)为完备黎曼流形,定义 p处的单射半径为

i(p) =

+∞, C(p) = ∅,

inf {d(p, q) | q ∈ C(p)} , C(p) 6= ∅.
定义 i(M) = inf{ i(p) | p ∈M}.

命题 10.4

♠

设 (M, g)为完备黎曼流形, p ∈M . 若存在 q ∈ C(p),使得 i(p) = d(p, q),则下列陈述必成
立其一:

(i) q为 p的共轭点;
(ii) 存在连接 p和 q的两条最短正规测地线 σ, γ : [0, l] →M ,使得 σ̇(l) = −γ̇(l).

定理 10.1 (Hessian比较定理)

♥

设 (M, g)为完备黎曼流形, p ∈M .
(i) 若M 的截面曲率 KM ≥ k,则当 q ∈ expp

(
Σ̊p

)
且 q 6= p时,有

∇2dp(X,X) ≤ ctk (dp(q)) · |X|2, ∀X ⊥ ∇dp(q).

(ii) 若M 的截面曲率 KM ≤ k,则当 q ∈ expp
(
Σ̊p

)
, q 6= p,且 d(p, q) < π/

√
k时,有

∇2dp(X,X) ≥ ctk (dp(q)) · |X|2, ∀X ⊥ ∇dp(q).

推论 10.1
设 (Mn, g)为完备黎曼流形, p ∈M .

(i) 若M 的截面曲率 KM ≥ k,则当 q ∈ expp
(
Σ̊p

)
且 q 6= p时,有

∆dp(q) ≤ (n− 1) ctk (dp(q)) .

(ii) 若M 的截面曲率 KM ≤ k,则当 q ∈ expp
(
Σ̊p

)
, q 6= p,且 d(p, q) < π/

√
k时,有
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10.1 Laplacian比较定理

♥∆dp(q) ≥ (n− 1) ctk (dp(q)) .

证明 q ∈ expp(Σ̊p) q 6= p , dp q .
若只关心 ∆d, 可以将曲率条件减弱到 Ricci 曲率.

定理 10.2 (Laplacian比较定理)

♥

设 (M, g)为完备黎曼流形,其 Ricci曲率满足 RicM ≥ (n− 1)k. 设 p ∈M , q ∈ expp
(
Σ̊p

)
,

且 q 6= p,则有
∆dp(q) ≤ (n− 1) ctk (dp(q)) .

等号成立时,沿着连接 p, q的唯一最短正规测地线 γ : [0, l] →M , Tγ(t)M 中包含 γ̇(t)的 2

维平面的截面曲率为 k.

证明 p, q γ : [0, l] → M , l = d(p, q). Rauch
Hessian , A(t), K(t) II(t). γ Riccati :

İI(t) + II2(t) +K(t) = 0.

Hessian , II(t) Hessian .
Hessian , II(t) p t

. Riccati ,
(tr II(t))′ + tr

(
II2(t)

)
+Ric(γ̇(t), γ̇(t)) = 0.

Cauchy–Schwarz

tr
(
II2
)
≥ 1

n− 1
(tr II)2 .

Ḣ(t) +
1

n− 1
H2(t) + Ric(γ̇(t), γ̇(t)) ≤ 0.

H(t) = tr(II(t)) = ∆dp(γ(t)). Ric(γ̇, γ̇) ≥ (n− 1)k ,

Ḣ(t) +
1

n− 1
H2(t) + (n− 1)k ≤ 0.

M2
k :

ct′k(t) + ct2k(t) + k = 0, 0 < t < min
{
l, π/

√
k
}
.

h(t) =
H(t)

n− 1
− ctk(t), 0 < t < min

{
l, π/

√
k
}
,

h

h′(t) + p(t)h(t) ≤ 0, 0 < t < min
{
l, π/

√
k
}
. (10.1)

p(t) =
H(t)

n− 1
+ ctk(t).
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10.2 体积比较定理

0 < δ < min
{
l, π/

√
k
}

, (10.1)(
h(t)e

∫ t
δ p(s)ds

)′
≤ 0.

δ ≤ t,
h(t)e

∫ t
δ p(s)ds ≤ h(δ).

h(t) ≤ h(δ)e−
∫ t
δ p(s)ds.

II(t) = 1
t
In−1 +O(t), ctk(t) =

1
t
+O(t),

h(t) = O(t), p(s) =
2

s
+O(s).

t, δ → 0+,
h(t) ≤ lim

δ→0+
e−

∫ t
δ p(s)dsh(δ) = 0.

H(t) ⩽ (n− 1) ctk(t).

∆dp(q) ⩽ (n− 1) ctk (dp(q)) l ≤ π√
k
.

, tr(II(t)) = (n− 1) ctk(t). Cauchy–Schwarz
II(t) = ctk(t)In−1.

Riccati K(t) = kIn−1.

10.2 体积比较定理

若 (Mn, g) 为定向黎曼流形, 则可以定义体积形式 dVg =
√
det(gij) dx

1 ∧ · · · ∧ dxn. 设
Ω ⊂Mn 为紧集, 则 Ω 的体积为

Vol(Ω) =

∫
Ω

dVg.

有意义的是 Ω = Br(p).

定理 10.3 (体积比较定理 (Bishop–Gromov, 1980))

♥

设 (Mn, g) 为定向黎曼流形, p ∈ M . 若 RicM ≥ (n − 1)k, 则 Vol(BR(p))

Vol(Bk
R)
关于 R 单调递

减, 其中 Bk
R 表示同维数的曲率为 k 的单连通空间形式中半径为 R 的测地球. 特别地，

Vol (Br(p)) ≤ Vol
(
Bk
r

)
, r > 0; Vol(BR(p))

Vol(Br(p))
≤ Vol(Bk

R)
Vol(Bk

r )
, R ≥ r > 0.

证明思路: 找个好的坐标系——极坐标 (指数映射).
证明 :

Vol (Br(p)) =Vol
(
Br(p) ∩ expp

(
Σ̊p

))
+Vol (Br(p) ∩ C(p))

=Vol
(
Br(p) ∩ expp

(
Σ̊p

))
=Vol

(
expp

(
Bp(r) ∩ Σ̊p

))
.

Σ̊p TpM , Bn. Sn f , 0 < f ≤ r,
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10.2 体积比较定理

Bp(r) ∩ Σ̊p = {tθ | θ ∈ TpM, |θ| = 1, 0 ≤ t < f(θ) ≤ r} .
, exp

(
Σ̊p∩Bp(r)

)
y (t, θ), y = expp(t, θ) 6= p. γ p y

, γ̇(0) = θ, L(γ) = d(p, y) = t. TpM {ei}ni=1, en = θ.
{ei} γ {ei(t)}, en(t) = γ̇(t). Ui(t) γ(t) Jacobi

,
Ui(0) = 0, U̇i(0) = ei, i = 1, · · · , n− 1.

{ei}ni=1 , Ui(t)

Ui(t) =
n−1∑
j=1

aij(t)ej(t), i = 1, · · · , n− 1.

Jacobi :{
Ä(t) +K(t)A(t) = 0;

A(0) = 0, Ȧ(0) = In−1.

A(t) = (aij(t)), K(t) = (Kij(t)), Kij(t) = R (ṙ(t), ei(t), ej(t), ṙ(t)).

exp∗(tθ)

(
∂

∂t

)
= γ̇(t) = en(t), exp∗(tθ) (tei) = Ui(t).

,

exp∗
(tθ) (dVM)

(
te1 · · · , ten−1,

∂

∂t

)
= dVM

(
U1(t), · · · , Un−1(t), en(t)

)
= detA(t, θ).

exp∗
(tθ)(dVM) = t−n detA(t, θ) dVRn = detA(t, θ) dVSn−1 ∧ dt.

Vol (Br(p)) =

∫
Br(p)∩expp(Σ̊p)

dVM =

∫
Bp(r)∩Σ̊p

exp∗(dVM)

=

∫
Bp(r)∩Σ̊p

detA(t, θ) dVSn−1 ∧ dt

=

∫
Sn−1

∫ r

0

χΣ̊p
(t, θ) detA(t, θ) dt dθ.

detA(t, θ) = Jt,θ.

J̇t,θ =
n−1∑
i, j=1

Aij(t, θ)ȧij(t, θ) = detA(t, θ) tr
(
A−1(t, θ) · Ȧ(t, θ)

)
= Jt,θ tr(II(t, θ)).
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10.2 体积比较定理

Laplacian , t > 0 tθ ∈ Σ̊p ,

J̇t,θ
Jt,θ

= tr II(t, θ) ≤ tr ĪI(t, θ) =
˙̄Jt,θ
J̄t,θ

.

(
Jt,θ
J̄t,θ

)′

≤ 0.

lim
t→0+

Jt,θ
J̄t,θ

= 1,

, tθ ∈ Σ̊p ,
Jt,θ ≤ J̄t,θ.

引理 10.1

♥

设 f , g为定义在 (0,∞)上的正可测函数. 若 f/g单调递减,则
∫ t
0
f(s)ds/

∫ t
0
g(s)ds关于 t

也单调递减.

证明自行完成.
继续定理的证明. 由前面分析知 Jt,θ

J̄t,θ
单调减, 因此

χΣ̊p
(t,θ)Jt,θ

J̄t,θ
也单调减. 利用引理10.1, 可得

Vol (Br(p))

Vol (Bk
r )

=
1

ωn

∫
Sn−1

∫ r
0
χΣ̊p

Jt,θ dt∫ r
0
J̄t,θ dt

dθ

≥ 1

ωn

∫
Sn−1

∫ R
0
χΣ̊p

Jt,θ dt∫ R
0
J̄t,θ dt

dθ

=
Vol (BR(p))

Vol
(
Bk
R

) .

令 r → 0+, 可得绝对比较.

推论 10.2

♥

设 (Mn, g)为完备黎曼流形. 若 RicM ≥ (n− 1)k > 0,则 Vol(M) ≤ Vol
(
Sn
(

1√
k

))
,等号成

立当且仅当M 与球面 Sn
(

1√
k

)
等距同构.

证明 kg ≡ k, Cartan .

定理 10.4 (最大直径定理)

♥

设 (Mn, g)为完备黎曼流形, RicM ≥ (n− 1)k > 0. 则 diam(Mn, g) ≤ π/
√
k,等号成立当

且仅当M 与球面 Sn
(

1√
k

)
等距.

证明 k = 1 ( ). d(M, g) ≤ π√
k

Bonnet–Myers , .
d(Mn, g) = π.

Br(p) ∩ Bπ−r(q) = ∅, r ∈ (0, π).

V (p, r) = Vol (Br(p)), V (q, s) = Vol (Bs(q)),
V (p, r) + V (q, π − r) ≤ Vol(M).
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10.2 体积比较定理

d(M) = π , V (p, π) = V (q, π) = Vol(M). Sn r V (r).
,

Vol(M) ≥ V (p, r) + V (q, π − r)

=
V (p, r)

V (r)
V (r) +

V (q, π − r)

V (π − r)
V (π − r)

≥ V (p, π)

V (π)
V (r) +

V (q, π)

V (π)
V (π − r)

=
Vol(M)

Vol(Sn)
[V (r) + V (π − r)] = Vol(M).

,
V (p, r)

V (r)
=

Vol(M)

Vol(Sn)
, r ∈ (0, π).

r → 0+, Vol(M) = Vol (Sn). , M Sn.
� 练习 10.1 补全推论10.2的证明.
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第 11章 Hodge理论

11.1 de Rham上同调

设M 为微分流形, 用 Ωr(M) 表示M 上 r 次微分形式的集合. 有外微分运算:
d : Ωr(M) → Ωr+1(M)

满足 d2 = 0. 若 dω = 0, 则称 ω 为闭形式, 若 ω = dη, 则称 ω 为恰当形式. 恰当形式必为闭形
式. 记 r 次闭形式的全体为 Zr(M,R), r 次恰当形式的全体记为 Br(M,R). 令

Hr
dR(M,R) = Zr(M,R)/Br(M,R).

Hr
dR(M,R) 称为M 的 r 次上同调群, 为同伦不变量. 微分形式之间还有楔积运算:

∧ : Ωr(M)× Ωs(M) −→ Ωr+s(Ω)

(ω, η) 7→ ω ∧ η.
若 ω ∈ Zr(M, ), 则有 ω ∧ dη = (−1)rd(ω ∧ η). 因此

Zr(M,R)× Bs(M,R) ⊂ Br+s(M,R).
这诱导了 de Rham 上同调环:

Hr
dR(M,R)×Hs

dR(M,R) → Hr+s
dR (M,R)

定理 11.1 (de Rham定理)

♥

设M 为闭流形 (即紧致无边流形),则 de Rham上同调环 ⊕rHr
dR(M,R)与奇异上同调环

⊕rHr(M,R)同构.

11.2 调和微分形式和 Hodge定理

给定 [ω] ∈ Hr
dR(M,R), 如何找到一个 “好” 的代表元? 自然的想法是考虑某种 “能量最小”

的闭形式. 先对微分形式定义范数.
在 M 上任取黎曼度量 g. 选一组标准正交基 {e1, . . . , en}. 对偶基记为 {e∗1, . . . , e∗n}, 规定〈

e∗i , e
∗
j

〉
= δij , 这样则会给出了 T ∗

pM 的一个内积. 这种方式与基选取无关, 可以定义在整个
T ∗M 上. 再考虑 ⊗T ∗

pM 的内积. 设 X, Y ∈ ⊗rT ∗
pM ,

X =
∑
i1···ir

ai1···ire
∗
i1
⊗ · · · ⊗ e∗ir , Y =

∑
i1···ir

bi1···ire
∗
i1
⊗ · · · ⊗ e∗ir ,

规定

〈X,Y 〉 = 1

r!

∑
i1···ir

ai1···irbi1···ir .

特别地, 对于 ω, η ∈ ΛrT ∗
pM , 若

ω =
∑

i1<···<ir

ωi1···ire
∗
i1
∧ · · · ∧ e∗ir , η =

∑
i1<···<ir

ηi1···ire
∗
i1
∧ · · · ∧ e∗ir ,

则有
〈w, η〉 =

∑
i1<···<ir

wi1···irηi1···ir .



11.2 调和微分形式和 Hodge定理

规定不同次数的外形式内积为 0.
设 (M, g) 为可定向闭黎曼流形, 对 ϕ, ψ ∈ Ωr(M), 定义

(ϕ, ψ) =

∫
M

〈ϕ, ψ〉 dVg, ‖ϕ‖ =
√

(ϕ, ϕ).

此时 d : Ωr(M) → Ωr+1(M)为内积空间中的线性算子, 伴随算子 (若存在)记为 d∗ : Ωr+1(M) →
Ωr(M), 即

(dϕ, ψ) = (ϕ, d∗ψ) , ∀ϕ ∈ Ωr(M), ψ ∈ Ωr+1(M).

问: d∗ 是否存在, 有没有直接的表达式?
先引入 Hodge ∗ 算子: ∗ : Ωr(M) → Ωn−r(M). 先对基定义

∗
(
e∗i1 ∧ · · · ∧ e∗ir

)
= δ1···ni1···ine

∗
ir+1

∧ · · · ∧ e∗in .
其中, δ1···ni1···in 对偶置换取 1, 对奇置换取 −1. 再将 ∗ 线性延拓到整个 Ωr(M) 即可.

命题 11.1 (Hodge ∗算子的性质)

♠

设 ϕ, ψ ∈ Ωr(M),有:
(i) ϕ ∧ ∗ψ = 〈ϕ, ψ〉 dVg;
(ii) ∗ dVg = 1, ∗1 = dVg;
(iii) ∗(∗ϕ) = (−1)r(n−r)ϕ;
(iv) (∗ϕ, ∗ψ) = (ϕ, ψ).

定义 11.1 (余微分算子)

♣

定义余微分算子 δ : Ωr+1(M) → Ωr(M)为

δ = (−1)nr+1 ∗ ◦d ◦ ∗.

若有 ω ∈ Ωr+1(M)满足 δω = 0,则称 ω为余闭的 (coclosed).

命题 11.2

♠若 (M, g)为可定向闭黎曼流形,则 d∗ = δ.

证明 ϕ ∈ Ωr(M), ψ ∈ Ωr−1(M),

(d∗ϕ, ψ) = (ϕ, dψ) =

∫
M

(dψ) ∧ (∗ϕ)

=

∫
M

d (ψ ∧ (∗ϕ))− (−1)r−1

∫
M

ψ ∧ (d(∗ϕ)))

= (−1)nr+1

∫
M

ψ ∧
[
∗2(d(∗ϕ)))

]
= (δϕ, ψ).

ψ , .
余微分算子同样有幂零性质:

δ2 = ∗ ◦ d ◦ ∗ ◦ ∗ ◦ d ◦ ∗ = (−1)r(n−r) ∗ ◦d2 ◦ ∗ = 0.

与外微分算子不同, 余微分算子是依赖于度量 g 的, 这是因为 Hodge ∗ 算子依赖于度量. 利用外
微分算子和余微分算子, 可以定义
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11.2 调和微分形式和 Hodge定理

定义 11.2 (Hodge–Laplace算子)

♣

∆H : Ωr(M) → Ωr(M), ∆H = d ◦ δ + δ ◦ d.

若有 ω满足∆Hω = 0,则称 ω为调和微分形式. M 上 r次调和微分形式全体记为Hr(M).

命题 11.3

♠

设 (M, g)为可定向闭黎曼流形,则以下成立:
(i) ∗ ◦∆H = ∆H ◦ ∗;
(ii) ∆H 为对称算子;
(iii) 对于 f ∈ C∞(M),有 ∆Hf = −∆f ;
(iv) ω ∈ Ωr(M),则 ∆Hω = 0当且仅当 dω = 0且 δω = 0.

证明
(i) , ∆H = (−1)nr+1 (d ◦ ∗ ◦ d ◦ ∗+ ∗ ◦ d ◦ ∗ ◦ d), ∗2 = (−1)r(n−r)id.
(ii) ω, ψ ∈ Ωr(M), (

∆Hw,ψ
)
= (δ(dw) + d(δw), ψ)

= (dw, dψ) + (δw, δψ) =
(
w,∆Hψ

)
.

(iii) ∗f = fdVg, d(∗f) = 0, δf = 0.

∆Hf = d(δf) + δ(df)

= 0 + δ(df)

= − ∗ ◦d ◦ ∗(df)

= − ∗ ◦d ◦ ∗
(
fidx

i
)

= (−1)i ∗ ◦d
(
gijfi

√
Gdx1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ · · · ∧ dxn

)
= −∆f.

(iv) dω = 0 δω = 0, ∆Hω = 0. , ∆Hω = 0,

0 =
(
∆Hw,w

)
= (dw, dw) + (δw, δw) ≥ 0.

, dω = 0 δω = 0.

命题 11.4

♠

设 (M, g) 为可定向闭黎曼流形, ω0 ∈ Zr(M,R), 则 [ω0] 中调和形式 (若存在) 是唯一的,
且具有最小范数.

证明 [ω1] = [ω0] ∆Hω1 = 0, ω1 = ω0 + dη δω1 = 0.

(ω0, ω0) = (ω1 − dη, ω1 − dη)

= (ω1, ω1) + (dη, dη)− 2 (ω1, dη)

= (ω1, ω1) + (dη, dη)− 2 (δω1, η)

= (w1, ω1) + (dη, dη) ⩾ (w1, w1) .
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11.3 Hodge定理的应用

dη = 0, ω1 = ω0. [ω] ω2, ,
(ω2, ω2) ⩾ (ω1, ω1); , (ω1, ω1) ⩾ (ω2, ω2). (ω1, ω1) = (ω2, ω2).

ω1 = ω2.
因此在 [ω0] 中寻找调和微分形式可以转化为求解变分问题:

inf
[ω]=[ω0]

‖w‖.

存在性: 变分结构
极小化序列的紧性−−−−−−−−−−→ 弱解

椭圆方程 (组) 正则性理论−−−−−−−−−−−−−−→ 经典解

定理 11.2 (Hodge定理)

♥Ωr(M) = Hr(M)⊕ d (Ωr−1(M))⊕ δ (Ωr+1(M)) .

显然, 右边包含于左边. 我们验证右边三个空间彼此正交. 设 ω ∈ Hr(M), η ∈ Ωr−1(M),
ξ ∈ Ωr+1(M), 则有

(ω, dη) = (δw, η) = 0, (ω, δξ) = (dw, ξ) = 0, (dη, δξ) =
(
d2η, ξ

)
= 0.

因此右边三个空间彼此正交. 要证明左边包含于右边, 需要较多的分析技术, 感兴趣的同学可
自学相关内容.

推论 11.1

♥Hr
dR(M,R)中每个同调类都有唯一调和代表元.

证明 11.4 , . [ω] ∈ Hr
dR (M,R), Hodge ,

ω = ω0 + dη + δξ.

ω0 ∈ Hr(M), η ∈ Ωr−1, ξ ∈ Ωr+1(M). dω = 0

dδξ = 0.

(δξ, δξ) = (dδξ, ξ) = 0,

δξ = 0. ω = ω0 + dη, ω0 [ω] .
结合 Hodge 定理和 de Rham 定理, 有

Hr(M) ' Hr(M,R).
所以 dimHr(M) = br(M), 其中 br(M) 是M 第 r 个 Betti 数.

由 Poincaré 对偶, 可知 Hr(M,R) 与 Hn−r(M,R) 同构. 由 ∆Hω = 0 ⇔ ∆H(∗ω) = 0, 可知 ∗
诱导了同构

∗ : Hr(M) −→ Hn−r(M).

11.3 Hodge定理的应用

11.3.1 调和 1-形式

设 (Mn, g) 为可定向黎曼流形, ω ∈ Ω1(M), 则 ω# ∈ Γ(TM), 记为 X . 有

dω(Y, Z) = Y (ω(Z))− Z(ω(Y ))− ω([Y, Z])

= Y 〈X,Z〉 − Z〈X,Y 〉 − 〈X,∇YZ −∇ZY 〉

= 〈∇YX,Z〉 − 〈∇ZX,Y 〉 .
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11.3 Hodge定理的应用

因此, ω 闭等价于 ∇ω# 对称.

命题 11.5

♠

在一组标准正交基 {ei}nj=1下,有

d =
n∑
j=1

ej ∧∇ej , δ = −
n∑
j=1

ι (ej) ∧∇ej ,

其中 ι表示内乘运算.

应用命题11.5, 可得
δω = − (∇eiω) (ei) = − div

(
ω♯
)
.

因此 ω 余闭当且仅当 ∇ω♯ = 0. 总结一下, ω 调和当且仅当为 ω♯ 为迹零对称 (1, 1) 张量场.

11.3.2 3维流形上的场论

我们学习过 R3 上的场论的基本概念. 设 X = a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

+ c ∂
∂z

, 其中 a, b, c ∈ C∞(R3), 则

div(X) =
∂a

∂x
+
∂b

∂y
+
∂c

∂z
,

curlX =

(
∂c

∂y
− ∂b

∂z

)
∂

∂x
+

(
∂a

∂z
− ∂c

∂x

)
∂

∂y
+

(
∂b

∂x
− ∂a

∂y

)
∂

∂z
.

可以将这些概念推广到可定向 3维流形上. 设 (M3, g)为可定向闭黎曼流形,X, Y ∈ Γ(TM).
外积: X ∧ Y = (dVg(X,Y ))♯ =

[
∗
(
X♭ ∧ Y ♭

)]♯, 混合积: 〈X ∧ Y, Z〉 = dVg(X,Y, Z).
散度: div(X) = −δ

(
X♭
)
.

旋度: curl(X) =
(
∗
(
dX♭

))♯
.

因此一个向量场散度为零当且仅当对偶 1-形式是余闭的, 旋度为零当且仅当对偶 1-形式是
闭的. 若一个向量场的对偶 1-形式是调和的, 则称此向量场为调和向量场. 一个向量场为调和
向量场的充要条件是散度和旋度都为零.

根据 Hodge 定理, 有:

Ω1(M) = H1(M)⊕ d
(
Ω0(M)

)
⊕ δ

(
Ω2(M)

)
= H1(M)⊕ d(C∞(M))⊕ ∗d

(
Ω1(M)

)
.

对偶一下, 则可得向量场的分解:
Γ(TM) = H1 (Γ(TM))⊕∇ (C∞(M))⊕ curl (Γ(TM)) .

即对于任意向量 X , 有如下分解:
X = Y +∇f + curlZ,

其中 Y 为调和向量场, ∇f 为梯度场, curlZ 为旋量场. 此分解定理最早由德国生理学家、物理
学家、数学家 Helmholtz 得到.

由 d2 = 0 及 ∗2 = 1 可得
curl(∇f) = (∗ ◦ d ◦ df)♯ = 0,

div(curlZ) = −δ ◦ ∗ ◦ dZ♭ = ∗ ◦ d ◦ ∗ ◦ ∗dZ♭ = 0.

即, 梯度场为无旋场 (旋度为零), 旋量场为无散场 (散度为零).
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11.3 Hodge定理的应用

11.3.3 Laplace方程

设 (M, g) 为可定向闭黎曼流形, φ ∈ C∞(M), 问何时方程 ∆f = φ 有解? 若有解, 利用散度
定理, 可得 ∫

M

φ dVg =

∫
M

∆f dVg =

∫
M

div(∇f) dVg = 0.

必要条件是
∫
M
φ dVg = 0, 充分么? 根据 Hodge 定理,

C∞(M) = Ω0(M) = H0(M)⊕ δ
(
Ω1(M)

)
,

其中, H0(M) = {h ∈ C∞(M) | ∆h = 0}. 设 h ∈ H0(M), 利用散度定理, 可得

0 =

∫
M

h∆h dVg = −
∫
M

|∇h|2 dVg.

所以 h为常数, 因而 H0(M) = R. 再利用 Hodge 定理, 可得

Ω1(M) = H1(M)⊕ d
(
Ω0(M)

)
⊕ δ

(
Ω2(M)

)
.

因此, δΩ1(M) = δd(Ω0(M)). 所以, C∞(M) = R ⊕ δd(Ω0(M)). 这意味着对任意 φ ∈ C∞(M),
存在 c ∈ R 和 f ∈ C∞(M), 使得 φ = c+∆f . 下面确定常数 c, 积分可得

0 =

∫
M

φ dVg = cVol (M) .

所以 c = 0, 即 φ = ∆f . 此外, 由 H0(M) = R 可知不同的解只相差一个常数.

11.3.4 Bochner技巧

设 (M, g) 为闭黎曼流形, f ∈ C∞, 回忆我们在练习4.3中证过的 Bochner 公式:
1

2
∆|∇f |2 =

∣∣∇2f
∣∣2 + 〈∇f,∇∆f〉+Ric(∇f,∇f).

在计算几何量的过程中, 交换求导顺序导致曲率项出现, 并利用曲率条件得出几何或拓扑结论
的技术被称为 Bochner技巧. Bochner 公式在调和函数的梯度估计, 第一特征值估计等问题中
具有重要应用.

定理 11.3 (Bochner, 1948)

♥

设 (M, g) 为可定向闭黎曼流形. 若 RicM ≥ 0, 则 M 上的调和 1-形式一定是平行的; 若
RicM 还在某一点为正,则不存在非平凡的调和 1-形式.

证明 ω 1- ,
1

2
∆〈ω, ω〉 = |∇ω|2 +Ric

(
ω♯, ω♯

)
. (11.1)
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X = ω♯. 11.3.1 , ∇X (1, 1) .
1

2
∆〈ω, ω〉 =1

2
∆〈X,X〉 = ∇ei 〈∇eiX,X〉 −

〈
∇∇eiei

X,X
〉

=∇ei 〈∇XX, ei〉 − 〈∇XX,∇eiei〉

= 〈∇ei∇XX, ei〉

=R (ei, X,X, ei) + 〈∇X∇eiX, ei〉+
〈
∇[ei,X]X, ei

〉
=Ric(X,X) +X 〈∇eiX, ei〉 − 〈∇eiX,∇Xei〉

− 〈∇eiX, [X, ei]〉

=Ric(X,X) + 〈∇eiX,∇eiX〉

=Ric(X,X) + |∇X|2 = Ric
(
ω♯, ω♯

)
+ |∇ω|2.

(11.1) ∫
M

|∇ω|2 dVg = −
∫
M

Ric
(
ω♯, ω♯

)
dVg ≤ 0.

∇ω = 0. ω 6≡ 0, . Ricci ,
∫
M
Ric

(
ω♯, ω♯

)
dVg > 0,

.

推论 11.2

♥

设 (Mn, g)为可定向闭黎曼流形. 若 RicM ≥ 0,则 b1(M) ≤ n. 若 b1(M) = n,则 (M, g)等

距同构于一个 n维平坦环面.

证明 , 1- , p ∈M , :
P : H1(M) −→ T ∗

pM

ω → ωp.

b1(M) = dimH1(M) ≤ dimT ∗
pM = n. b1(M) = n , (M, g) n

, . (M, g) Rn. ,
π(M) = Zn, .

在 3 维, 正 Ricci 曲率度量对流形拓扑有更强的限制.

定理 11.4 (Hamilton, 1982)

♥

设 (M3, g)为闭黎曼流形, RicM > 0. 则M
diff
== S3/Γ,其中 Γ为 O(4)中自由作用在 S3 上

的离散子群.

此定理的证明方法是 Ricci 流. Ricci 流为非线性 (弱) 抛物方程组: ∂tg = −2Ricg. 在 Ricci
流下, g 最终演化为正常曲率度量. 使用 Ricci 流结合几何手术, Perelman 最终证明了 Poincaré
猜想: 单连通的 3 维闭流形微分同胚于 S3.

若假设曲率算子为正, 则可得到高阶同调群的消失性.

定理 11.5 (Singer–Meyer)

♥

设 (M, g)为可定向闭黎曼流形,若其曲率算子为正,则对于 1 ≤ r ≤ n− 1,不存在非零调
和 r-形式,从而 br(M) = 0.
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此定理的证明方法类似定理11.3, 需要用到更复杂的 Bochner 型公式.

定理 11.6 (Weitzenböck公式)

♥

设 (M, g)为可定向黎曼流形, ω ∈ Ωr(M),则
1

2
∆〈ω, ω〉 = |∇ω|2 + F (ω),

其中,
F (ω) =

〈
e∗j ∧ ι (ei)R (ei, ej)ω, ω

〉
.

定义 11.3 (Killing场)

♣

设 (M, g)为黎曼流形,若存在向量场 K 使得 LKg = 0,其中 L表示求 Lie导数,则称 K

为 Killing向量场.

按定义, 有
(LKg) (Y, Z) = K〈Y, Z〉 − 〈[K,Y ], Z〉 − 〈Y, [K,Z]〉

= 〈∇YK,X〉+ 〈∇XK,Y 〉 .
因此 K 是 Killing 场等价于 ∇K 反对称.

定理 11.7 (Bochner, 1946)

♥

设 (M, g)为闭黎曼流形. 若M 的 Ricci曲率非正,则 (M, g)的 Killing向量场必为平行向
量场;当 Ricci还在某一点为正时,不存在非平凡的 Killing向量场.

证明 11.3, :
1

2
∆〈K,K〉 = −|∇K|2 +Ric(K,K).

� 练习 11.1 设 (M, g) 为可定向闭黎曼流形, 证明:
Ωr(M) = Hr(M)⊕ dδ (Ωr(M))⊕ δd (Ωr(M)) .
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